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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

IR : Reel Sayilar

IN : Dogal Sayilar

H : Kuaterniyon Kiimesi

q : Kuaterniyon

q : Kuaterniyon Eslenigi

N(q) : Kuaterniyon Normu

D : Dual Say1 Sistemi

€ : Dual Birim

L, - Lucas Sayilar

P, : Pell Sayilari

Qn : Pell-Lucas Sayilari

In - Jacobsthal Sayilari

Jn : Jacobsthal-Lucas Sayilart

Jn : Dual Jacobsthal Sayilar

Jn : Dual Jacobsthal-Lucas Sayilari
JQ, : Jacobsthal Kuaterniyon

JLQ, : Jacobsthal-Lucas Kuaterniyon
DJQ, : Dual Jacobsthal Kuaterniyon
DJLQ, : Dual Jacobsthal-Lucas Kuaterniyon



1. GIRIS

Kuaterniyonlar ilk defa 1843’te Sir William R. Hamilton tarafindan tanimlanmis ve
bu tarihten alt1 yil sonra da J. Cackle, split kuaterniyonlarla ilgili calisma yapmustir.
Daha sonraki zamanlarda, kuaterniyonlar ¢ok kullanilan split kuaterniyon ve para
kuaterniyon seklinde gruplandirilmistir. Fibonacci kuaterniyonlari yillarca ¢alismistir.
A.F. Horadam (Horadam, 1963) tarafindan ilk defa yapilan ¢alismalar baska yazarlarin
da ilgilenmesine yol a¢gmistir. Kuaterniyonlar dort bilesen icerdiginden (reel ve
kompleks olmak {izere) ve iki kompleks saymin kombinasyonundan olustugundan,

hem reel sayilar hem de kompleks sayilar1 iceren genis bir say1 sistemidir.

Kuaterniyon cebiri, birlesmeli fakat degismeli olmayan dort elemandan olusur ve bu
dort elemandan biri reel kismi, geriye kalan {i¢ eleman da sanal kismi olusturur.
Kuaterniyonlar boliim cebirine sahip olup degisme 06zelligini saglamasa da bir¢ok
uygulamada vektorler ve matrislerin yerini almistir. Ug boyutlu uzayda déonme ve

kayma hareketlerinin hesaplanmasi baslica kullanim alanlaridir.

Nurkan ve Giiven (Nurkan ve Giiven, 2015) de dual Fibonacci kuaterniyonlar1 ve dual
Lucas kuaterniyonlar1 tanimlamigtir. Halic1, (Halici, 2013) de kompleks Fibonacci
kuaterniyonlarini aragtirmistir. (Horadam, 1993) da Horadam, Pell kuaterniyonlar1 ve
genellestirilmis Pell kuaterniyonlarin kullanilma olasili§indan bahsetmistir. (Cimen ve
Ipek, 2016) ve (Szynal-Liana ve Wloch, 2016) da yer alan Pell-Lucas kuaterniyonlar,
Pell kuaterniyonlarin yakin bir zamanda ilging bir sonucu olarak elde edilmistir.
Ayrica (Tokeser vd., 2017) de split Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlar1 ve bunlarla ilgili
bir¢cok Ozdeslikler verilmistir. Tokeser vd., (Tokeser vd., 2020) de genellestirilmis
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyonlari tanittiktan sonra, bu oktonyonlarin bazi

0zel 6zdesliklerini elde etmislerdir.

Bu tezde, Dual Jacobsthal ve Dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 tanimladiktan
sonra, bunlarn arasinda olusan Binet formiilleri, Catalan, Cassini, d’Ocagne

Ozdeslikleri ile birlikte baz1 6zel esitlikler de elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

H={g+li+mj+nk:g,l,mmn € IR} kuaterniyonlar kiimesi olmak {izere, bir
kuaterniyon g € Hve herg,l,m,n € IRigin
q=g+li+mj+nk
seklindedir. q;,q, € H ve hergy, l;, my,nyq, g,, 15, My, n, € IR igin
q1 = g1+ Li+myj+nk
q2 = g2 + Li + myj + nyk
herhangi iki kuaterniyon olmak iizere, kuaterniyonlar {izerindeki esitlik, toplama,

cikarma ve skaler ile carpma islemleri sirasiyla asagidaki tanimlarda verilmistir.

2.1 Tanim

q1, 92 € Hve hergy, l;, mq,n4, g2, 15, my,n, € IR igin
gy =91+ Lii+myj+nik
QG = g + i + myj +nyk
seklinde verilen iki kuaterniyonun birbirine esit olmasi i¢in
g1 =92 lh =lp,m =myn =n,

sartinin saglanmasi gerekmektedir.

2.2 Tanmm

q1, 9, € Hve hergy, l;, my,n4, g2, 15, my,n, € IR igin
G =91+ Li+my+nk
QG = g + i + myj +nyk
iki kuaterniyonun toplami
q1 +qz = (g1 + g2) + (ly + )i + (my + my)j + (ny + ny)k
seklindedir.



2.3 Tanim

q1,9; € Hve hergy, l;, mqy,nyq, g5, 15, my,n, € IR igin
1 =91+t Li+my+nk
q2 = g + li + myj + nyk
iki kuaterniyon arasindaki ¢ikarma islemi
q1— g2 = (g1 — g2) + (I = )i+ (my —my)j + (ny — np)k
seklindedir.

2.4 Tanim

q1 € Hve her g4,1;,my,n € IR igin
g1 =g, +Li+my+nk
kuaterniyonun s € IR ile skaler carpma islemi
sqq = Sg1 + sliji + smyj + sn.k
seklindedir.

2.5 Tanmim

q € Hve her g,l,m,n € IRigin
q=g+li+mj+nk
bir kauterniyonun eslenigi
qg =g-1li—mj—nk
ve ayn1 kuaterniyonun normu ise
N(@) = (g +li+mj+nk)>=g*>+1*+m?*+n?

seklinde tanimlanmustir.



2.6 Tanmim

IR reel sayilar kiimesi olmak lizere

D =IRXIR
kiimesi tizerinde esitlik, toplama, carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanmis ise D
kiimesine dual sayilar sistemi, € = (0,1) dual birim, k,k" € IR ve 2 =0, # 0

olmak tizere d = (k, k*) = k + k" elemanina da dual say1 denir.

K = (k,k*) =k+ek"eDveM = (m,m*) =m+em" € D olmak iizere

Esitlik :
k =m, k" = m’ ise K ile M esittir yani K = M seklindedir.

Toplama :

D X D = D olmak lizere

K+M=(kk)+(mm)=(k+mk +m)=k+m+e(k +m")
seklindedir.

Carpma :

D X D = D olmak lizere

K.M= (kk").(mm") = (kmkm" + k'm) = km + e(km” + k'm)  seklindedir
[12].

2.7 Tanim

Fibonacci tipi sayilar formun 2. mertebeden lineer tekrarlama bagintisi ile asagidaki

gibi tanimlanmustir:

a, = blan_l + bzan_z, Vbl € IN,I, = 1,2



Ozel olarak b;,i = 1,2 Fibonacci sayilarini ve ve benzerlerini tanimlayan tekrarlama
denklemi elde edilmistir. Fibonacci tipi sayilar arasinda iyi bilinen 6zellikler asagida

listelenmistir :

a)n = 2i¢in Ly = 2,L; = 1 olmak {izere L, = L,,_; + L,_, Lucas sayilari,

b)n = 2 i¢in Py = 0, P; = 1 olmak tizere P, = 2P,_; + P,_, Pell sayilari,

c)n = 2i¢in Qy = 2,Q, = 2 olmak tizere Q,, = 2Q,,_; + Q,,_, Pell-Lucas sayilari,
d)n > 2i¢in J, = 0,J; = 1 olmak tizere J,, = J,,_1 + 2J,—, Jacobsthal sayilari,

e) n=2 igin j; =2,j, =1 olmak fizere j, = j,_1 + 2j,_, Jacobsthal-Lucas

sayilari.

Jacobsthal sayilar1 ve Jacobsthal-Lucas sayilar1 asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 2.1. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Jn 0 1 1 3 ) 11 21 43 81 171 | 341

Jn 2 1 5 7 17 31 65 127 | 257 | 511 | 1025

Bu tezde yapilan hesaplamalarda kullanacagimiz Jacobsthal sayilari ve Jacobsthal-

Lucas sayilari ile ilgili 6zdeslikler asagida verilmistir (Horadam, 1988) :

Ji+1 +Jk = 3Uks1 +Ji) = 3.2F (2.1)
Jier1 —Ji = 3Uker — Ji) + 4(=1)F = 2k 4 2(—1)k+1
2.2)

Jkp Fik—p = 3Ukep + Ji—p) + 4(=1)F7P = 2K7P(22P 4+ 1) + 2(=1)*P

(2.3)

Jip = Jk—p = 3Ukep = Ji—p) = 2P (277 — 1) (2.4)
Je ik = 2Jk+1 (2.5)



3k + ji = 2K*1 (2.6)

Jilk = Jak (2.7)
Tk + Jidi = 214k (2.8)
Juk = Jide = (=128 (2.9)
Ji =52 = (=19 (2.10)
Ji = 2K = (=1)* (2.11)

Esitlik (2.10) ve esitlik (2.11) sirasiyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari i¢gim

Binet formilleridir.



3. JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS KUATERNIYONLAR

Bu bolimde Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari tanimlayip, bazi

ozellikleri verilecektir.

3.1 Tanim

]~w Jacobsthal ve j~'w Jacobsthal-Lucas sayilar1 olmak {izere, sirasiyla ]~Qw Jacobsthal

ve JLQ, Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 asagidaki tanimlanmstir :

1o =Jot g1t j]wsz t+ k]w+3
ve

JlQs = jo t i1 T Jjmrz + kjw+3-
3.1 Teorem

w € Z olmak tizere

JOpsr +JQu = 27(1 + 2i + 4j + 8K)
dir.

jspal.

]~Qw :]w + i}w+1 +j]w+2 + k]w+3

]~Qw+1 = }w+1 + i]w+2 +j]w+3 + k]w+4 (31)

olmak iizere,
]~Qw +]~Qar+1 = (}w+1 +}w) +1i (}w+2 +}w+1) +j (]w+3 +]w+2)

+ k (}w+4 + }w+3)



olur. Esitlik (2.1) de

]m+1 +]w = zw

oldugundan,

]GI+2 +]GI+1 = 2w+1'
Jo+3 T w2 = 2w+2’

]w+4 +]w+3 = 27*2

elde edilir. Bu ifadeleri ]bw+1 +]~Qw de yerine yazarsak

JOuit +J0p = 27 + i27%1 4 j20+2 4 2043 = 20 (1 + 2i + 4j + 8k)
olarak bulunur.

3.2 Teorem

w € Z olmak tizere

JQus1 — Qo = = [27(1 + 2i + 4j + 8k) + 2(~1)(A — i +j — k)]

dr.

W =

fspat.

Esitlik (3.1) den



]~Qm+1 _]bw = (]w+1 _]w) +i (]w+2 _]w+1) +] (}w+3 _]w+2)
+k (]w+4 _]w+3)

elde edilir. Esitlik (2.2) den de

l

+4(=1)"* = 27 4 2(~1)"*!

3 ]m+1_ w

3 (]w+1 _]w) =27 + 2(-1)@+! — 4(-1)"*!
~ ~ 1

]w+1 _]ar — §(Zw _ 2(_1)w+1)

~ ~ 1

Jo+1—Jw = §(2w +2(—-1)®)

bulunur. Son esitlikten yararlandigimizda

~ ~ 1
Jo+2 = Jws1 = §(zw+1 + 2(_1)w)

1
Jo+3 = Jwez = § (2w+2 + 2(_1)w)

~ ~ 1
Jo+a —Jwes = § (2w+3 + 2(_1)w)

olup, bu esitlikler JQ .1 — JQ4 de yerine yazilirsa

~ ~ 1
JQs+1 —JQm = 3 (27 +2(=D%) + 27" = 2(=D)™)i + (27** + 2(=1)®);
+ (27%3 = 2(-1)™)k]
= %[zwu F2i44j+8k)+2(-D)"(L—i+j— k)]

elde edilip, ispat tamamlanmis olur.



3.3 Teorem

w, h € Z olmak uizere

JQursn + Qo = = [2777(22 + 1)(1 + 2i + 4j + 8k) — 2(=1)7 (1 — i + j — k)]

W] =

dir.

fspat.

JQwin = Jw+n + Uwin+1 T wrnrz T kloines

]Qw—h = ]w—h + i]ar—h+1 +j]w—h+2 + k]w—h+3
(3.2)

olmak iizere,

]~Qw+h +]bw—h = (}w+h +}w—h) +i (]w+h+1 + ]w—h+1) +J (]w+h+2 +1~w—h+2)

+k (]w+h+3 + }w—h+3)

olur. Esitlik (2.3) den

3 (Jarwn + Jorms) + 4(=1)P7 = 2971221 4 1) + 2(= 1)

= 3 (Jan + Joos) = 277 (2% + 1) + 2(=1) — 4(-1)°

= Jarsn T = 3 (27742 + 1) — 2(-1)7)

~ ~ 1
= Jwnr T Joonen =3 (27722 + 1) + 2(-1)77)

bulunur. Son esitlikten yararlandigimizda

10



~ ~ 1
Jotniz T Jo—niz = 3 (Zw_hJr2 (ZZh + 1) - 2(—1)w_h)

~ ~ 1
Join+s T Jw—n+3 = 3 (273220 + 1) + 2(-1)" ")
olup, bu esitlikler ]~Qw+h + ]bw_h de yerine yazilirsa

]~Qm+h +]bm—h = %(Zm_h(zm + 1) — 2(—1)m_h) + %(2”‘“1(2271 + 1) + 2(_1)w—h)i
+§(2w—h+2(22h + 1) _ 2(_1)13—&)] + %(ZE_fH—S (22h + 1) + 2(_1)w—h)k

olup, gerekli diizenlemeler yapildiginda

JQurin +JQuop = = [277H(22 + 1)(1 + 2i + 4] + 8k) — 2(=1) (1 — i +j — k)]

W[ =

elde edilip, boylece ispat tamamlanmis olur.

11



3.4 Teorem

w, h € Z olmak uizere

~ ~ 1
JOwin —JQmei = gzw—h(zz"f —1)(1+2i+4j + 8k)

dir.
fspat.

Esitlik (3.2) den

]~Qw+h —]E?w—h = (}w+h _}w—h) +i (}w+h+1 - }w—h+1) +J (}w+h+2 _}w—h+2)

+ k (}w+h+3 - }w—h+3)

olur. Esitlik (2.4) den

3 (]w+h _}w—h) = Zw_h(ZZh - 1)

~ ~ 1
= Josn — Joon = §2w—h(22h - 1)

~ 1
= Jotni1 — Jo—i+1 = §2w_h+1(22h - 1)

bulunur. Son esitlikten yararlandigimizda

~ ~ 1
Josn+z = Jo—n+2 = §2w_h+2(22h - 1)

~ 1
Jo+n+s = Jw—n+3 = §2w_h+3(22h - 1)

olup, bu esitlikler ]bw+h - ]E)w_h de yerine yazilirsa

12



~ ~ 1 1 1
]Qm+h _]Qm—h — gzw—h(th _ 1) + g2‘(D—f’l+1(22fr. _ 1)l + g2‘(D—Fr.+2(22ﬁ. _ 1)1

1 -
+§2m h+3(22h _ 1)k

olup, gerekli diizenlemeler yapildiginda
> y L on(y2n oA
JQurih = JQurop = 2 2771(22" = 1) (1 + 2i + 4] + 8k)

3

elde edilip, boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. DUAL JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS KUATERNIYONLAR

Bu bolimde, dual Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari tanimlayip, dual
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari i¢in iyi bilinen Catalon, Cassini ve d’Ocagne
Ozdeslikleri elde edildi. Bu 6zdesliklerin ispatlar1 dual Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

kuaterniyonlarin Binet formiilleri kullanarak yapildi.

4.1 Tanim

Dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar, m = 0 icin

{1, 1, j, k}standart baz olmak iizere, sirastyla

DjQn =]Qn + €/Qn41

= Jn + Jns1l + Jnv2) + Jnisk + €Unsr + Jnsal + Jntsf + Jntak)
ve

DJLQy = JLQn + €JLQn+1
= ]Ln +]Ln+1i +]Ln+2j +]Ln+3k + E(]Ln+1 +]Ln+2i +]Ln+3j +]Ln+4k)

seklinde tanimlanir.

Simdi dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar i¢in Binet formdillerini

asagidaki teoremle birlikte verelim.

14



4.2 Teorem

n>0icin pu=2,v=—-1Lu =A+eu)u’ ve v'= 1+ ev)v" olmak iizere dual

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarin Binet formiilleri sirasiyla,

put —vvh
DjQn = T

ve

DJLQy = p'p™ +v'v"

seklindedir. Burada u* = 1 + pi + u%j + p3kve v’ = 1 + vi + v%j + v3k dir.
fspat.

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarin Binet formiilleri

* *
put—vot

Jon="——,

ve
JLQy = p'u" + v v"

dir. Buna gore,

15



DjQn =]Qn + €/Qn41

_ ”*”n_v*vn te u*un+1_v*vn+1

u-v u—v
=:fv(1+£,u)—u_v(1+£v)

‘un n
:H_v(1+eu)u*—ﬂ_v(1+ev)v*
_put vt
S

ve

DJLQn = JLQy + &/LQn+1
= W+ U 4 (i + v )
=W ut(1+ep) + v v"(1 + ev)
=y +v'v"

elde edilip, ispat tamamlanmis olur.

Ilerideki hesaplamalarimizda énemli rol oynayacak olan baz1 dzdeslikleri asagidaki

lemma ile verelim.
4.3 Lemma

u=2v=—Lu =1+pui+p?+u’k, v'=1+vi+v%+v3k ve é=-2i—j+k

olmak iizere,

()" = ULQy +3]Q — 85)(1 + 4¢)

(v)" = JLQo — 3/Qp — H(1 — 2¢)
pv' = (JLQy + 5+ 68)(1 + ¢)
v = (JLQy + 5 — 68)(1 + €)

16



Ispat.

(1) = ((1 + Su)u*) ((1 + eu)u*)
= (1 +20)2(1)"
= 1 +4e)(p)’
= +ui+p?j+ Bk +pi + p?j + uBk) (1 + 4e)
= (1+42i+4j +8k)(1 + 2i + 4j + 8k) (1 + 4¢)

(1420 +4j + 8k + 2i + 4i% + 8ij + 16ik + 4j + 8ji (14 46)
~ \+16j2 + 32jk + 8k + 16ki + 32kj + 64k?

= (1+44i+8j+ 16k — 4 — 16 — 64)(1 + 4¢)
= (4(i + 2j + 4k) — 83)(1 + 4¢)
= (JLQy + 3/Qq — 85)(1 + 4¢).

(v')z = ((1 + sv)v*) ((1 | ev)v*)
=(1- s)z(v*)z
=(1- 28)(1]*)2
=1 +vi+v%+v3k)A+vi+ v+ v3k) - 28)
— (A i4j—k)(1—i+]j—k)(1—2¢)
(1—iHjmk— i ik i 2 gk
_<—k+ki—kj+k2 >(1 2€)
= (1= 2i+2j— 2k —3)(1—2¢)
= 2(=1—i+j—k)(1—2¢)
= (JLQo —3/Qp — (1 — 2¢).
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uv' = ((1 + ey)u*) ((1 + sv)v*)
=(1+20)A-euv"
=u v (1+¢)
=@ +ui+p?j+uPk)A+vi+ v +v3k)A +€)
=(1+2i+4/+8K)(1—i+j—k)(1+¢)

(1 —i+4j—k+2i—2i%+2ij - 2ik + 4 — 4ji + 4% — 4k 1+e)
~ \+8k — 8ki + 8kj — 8k?

=(1+i+5j+7k+6+6k—6j—120)(1+¢)
=(2+i+5/+7k+5+6(=2i—j+k)1+¢)
=(LQy+5+65)(1+e¢).

vu = ((1 + sv)v*) ((1 + eu)u*)
=(1-e)(A+2e)v'u
=vu(1+¢)
=1 +vi+v%+v3)A + pi + p?j + pPk)(1 + €)

=(1—i+j—k)A+2i+4+8Kk)(1+e)

_(1+2i+4j +8k —i—2i%*—4ij — 8ik +j + 2ji + 4j* + 8jk 1+e)
- \—k — 2ki — 4kj — 8k?

=(1+i+5j+7k+6—6k+12i+6j)(1+¢)
=(2+i+45/+7k+5-6(=2i—j+k))(1+¢)
=({LQy+5—-68)(1+¢).
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Yukarida verdigimiz 6nemli 6zdesliklerden ve dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-
Lucas kuaterniyonlarin Binet formiillerinden yararlanarak, sirasiyla, bu kuaterniyonlar
icin sirasiyla Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdesliklerini verebiliriz.

4.4 Teorem (Catalan Ozdeslikleri)

vn,r € Zigin, £ = —2i — j + k olmak lizere

DJ Qs DI Gy = DJ0* = (-2 (5 ULQy + 5)((-2)" ~ JLz) — 2812, )| 1 +)
ve
DJLQn+rDJLQn—r = DJLQn® = =9[DJQn1,DJQn—r — DJQr?]
dir.
fspat.
Dual Jacobsthal kuaterniyonlar i¢in Binet formiiliinii kullanirsak

DJQn++DJQn—r — D] Q,,°

B “’Mn+r _ v'vn+r 'u"un—r —ppnT ~ ‘u"un — " 'u"un _ v’vn
3 3 3 3

1 _(#')Z#Zn _ ’u'v"un+rvn—r _ 17"u'vn+r'un—r + (v')ZUZn]
9 __(u')ZMZn + ‘u'v"unvn + v"u"unvn _ (v')2v2n

1 [(_1)Mn—rvn—r(H2r#’v’ + UZTU'H') + ‘unvn(‘u'v' + U"u')]

9
HEDED (W ULQo + 5+ 68) + v (JLQo + 5 — 65‘))] (1+e)
9(+2(-2)"(JLQy + 5)
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_ L[0T (UL + )W + 02 + 6 (2T - vzr))] 1+
9[+2(=2)"(JLQo +5)

1

= 5[ CDED (UL + 5Ly + 188)5,) +2(=2" (LG + D1 +¢)
1

=[5 20100+ 5)@ = 2Ly — 26| 1+ 0)

= [-2 (50100 + )@(-2" ~JLar) 26 )| 1 + )
olur.

Benzer sekilde, dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar igin olan Binet formiiliinden

yararlanirsak

DJLQu++DJLQy—r — DJLQ

= (W™ + v (T v o) = (W v ) (e + v )

= ()22 + 0 TV 4 T 4 (0) 0P — (1) 2 — v

—v vt — (v')zvzn

=TT (W pv v ) — vt (pv v )

_ DM (WP ULQo + 5+ 68) + v (JLQo + 5 — 65))] 1+6)
—2(=2)"(JLQo +5)

_ 2" (ULQo + D)W + 1) + 6§ (WP — v?1))
—2(=2)"JLQo +5)

= [(—z)n_r((]LQo + 5)/Ly + 185]2r) —2(=2)"(JLQ, + 5)](1 +¢€)
=[(=2)"(JLQo + 5)((=2)"JLyr — 2) + (=2)"718¢J,,](1 + &)
= [(=2)"7"((JLQo + 5) ULy — 2(—=2)") + 18¢],,)|(1 + &)

1+9)
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olup
DJLQn++DJLQn—y — DJLQA = —9[DJQp4+DJ Qn_r — DJ Q7]
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Catalan 6zdesliginin r = 1 hali Cassini 6zdesligi oldugundan asagidaki sonucu

verebiliriz.
4.5 Sonuc (Cassini Ozdeslikleri)

vn € Zve &= -2i—j+kolmak lizere, dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas

kuaterniyonlar i¢in Cassini 6zdeslikleri sirastyla asagidaki gibidir;
DJQn+1DJQn-1 — DJ Q7 = [(=2)""1(=(LQo +5) — 2§)](1 + &)

ve

DJLQpn+1DJLQn-1 — DJLQF = [(=2)""1(9ULQ, + 5) + 18)](1 + ¢)

dir.

4.6 Teorem (d’Ocagne Ozdeslikleri)

vnmeZve & = —2i—j+ kigin

DJQms1DJQn — DJQmDJQns1 = (=2)™(ULQy + 5o — 28] Ln_m)(1 + &)

ve
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DJLQu+1DJLQy — DJLQmDJLQn+y = (=2)™[-9ULQo + 5)Jn-m + 18§ Lp_p](1 + &)
dir.

Ispat.

Dual Jacobsthal kuaterniyonlarin Binet formiiliinii kullandigimizda

D]Qm+1D]Qn - D]QmD]Qn+1

_ 'u"um+1 _ v'vm+1 M'Mn _ v'vn _ M'Mm _ v'vm ‘u"un+1 _ v'vn+1
3 3 3 3

1 (M')Z'um+n+1 _ ‘u'v"um+1vn _ U'M'vm+1‘un + (v')zvm+n+1
- 6 _('u')z'um+n+1 + ‘u'v"umvn+1 + U'M'vmun+1 _ (v')zvm+n+1]
1

— 5 [‘u'v"umvm(_vn—m‘u 4+ vn—mv) 4+ v"u"umvm(_v'un—m + 'u‘un—m)]

1 - C o
=3 (—Z)m[—u v3vtM 4+ vy 3;1”_"‘]

1 m 'an—m hon—-m
=§(—2) (v v™™ + v uunm)

1
=3 (=2)™(JLQo + 5 — 6&)u™ ™ — (JLQy + 5 + 6E)v™ ™)(1 + ¢)

1
= 3 (2™ (ULQo + S) (W™ = V") = 65T+ v M) (L + e)

1
=3 (=2)"BULQo + 5)/n-m = 6§/ Ln-m)(1 + &)

= (_Z)m((]LQO +5)n-m — Zf]Ln—m)(l +¢)

elde edilir.
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Teoremin ikinci kisminin ispati i¢in dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonun Binet

formiliini ele alirsak,

DJLQm+1DJLQy — DJLQ:DJLQn 41

= (@™ +v ™) (Ept + ") — (Wpm + v ™) (ppttt + vt
_ (#')Zﬂm+n+1 L Y SR LS DS (v')zvm+n+1
—(u')z,u"“'"“ . 'u'v"umvn+1 . v'u'vmun+1 . (v')zvm+n+1
= pv ™ (o™ — pu™M) + v @ g™ (o™ — ™)

= (—2)"‘(3;1'1)'1)"_"‘ — 3v'y',u”_m)

=3(=2)"(=(LQo +5—-6)u™ ™+ (JLQo + 5+ 6)v" ™)(1 + €)
= 3(-2)™(—ULQp + S — ) + 6EG T + v (1 +€)
=3(=2)"(-3ULQo + 5)/n-m + 6§JLn_m)(1 + &)

= (=2)™(=90LQo + 5)/n-m + 18] Lp_m)(1 + &)

olup, ispat tamamlanmis olur.

Dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar i¢in Binet formiillerini,
Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdesliklerini verdikten sonra bu kuaterniyonlar i¢in
Vajda teoremini verebiliriz.

4.7 Teorem

vn,r,s € ZVe & = —2i —j + k olmak {izere

DJQn++DJQn+s — DJQnDJQnirss = (=2)"J-[UJLQo + 5)Js — 2§JLs](1 + €)

ve
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D]LQn+rD]LQn+s - D]LQnD]LQn+r+s = _9(_2)n]r[ULQ0 + 5)]5 - ZE]LS] (1 + 5)

dir.
jspat.

DJQn++DJQnss — DJQnD]Qnirss
1 ' ' ' ' ! ! ' '
= 5((M 'un+r —v vn+r)('u ‘un+s —v vn+s) _ (M 'un —v vn)(“ ‘un+r+s —v vn+r+s))

N2 D . o
_ 1 ('u) M2n+r+s —uv ‘un+rvn+s —vpu vn+rlln+s + (v ) p2ntrts

N 2 o [ N 2
9 _(H) 'u2n+r+s +uv ‘unvn+r+s +vpu vn‘un+r+s _ (17) v2n+r+s

1"nnr+s 1,,S o ng,, r+s r,S
=5 [Vt T — ) v e (W = o7 )

= (_:)n (W v " —u") + v pp (W - v

_ (—:)" [0 — o)~ v v" + v ")

= (_3? L [=ULQy +5 + 66)° + (L +5 — 6)](1 + &)
= (_?n]r[(]LQO +5)(W° —v°) — 6§ +v9)](1 + &)

= (=2)"Jr[ULQo + 5)Js — 2§JLs](1 + &)

olarak bulunur. Simdi benzer islemleri dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar igin

uygulayalim.

DJLQn++DJLQn+s — DJLQnDJLQnir+s
— (‘u"un+r + v'vn+r)(y'yn+s + v'vn+s) — (‘u"un _ v'vn)(‘u"un+r+s + v'vn+r+s)
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_ (#')2M2n+r+s U TS oy T s (v')2v2n+r+s
_(#')2M2n+r+s — U TS TS (U')2v2n+r+s
— ,u'v',u"v"(urvs — ™) v',u'y”v"(vrus — Ut

= ()" v v W - v+ v (v - )]
=3(=2)");[ULQo + 5+ 6§)v* — JLQo + 5 — 6§)u’](1 + &)
= =3(=2)"J;[ULQo + D) (u® —v*) — 6§ (u* + v*)](1 + ¢)

= —3(=2)"J,[3ULQo + 5)Js — 6§JLs](1 + ¢€)

= —9(=2)"J;[JLQo + 5)]s — 2§]Ls](1 + &)

olarak elde edilir ve boylece ispat tamamlanmig olur.
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5. DUAL JACOBSTHAL VE DUAL JACOBSTHAL-LUCAS
KUATERNIYONLAR iCIiN BAZI OZDESLIKLER

Bu béliimde dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarla ilgili bazi
Ozdeslikleri ispatlari ile birlikte verelim. Bu 6zdesliklerin ispatlarinda, dual Jacobsthal
ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarin Binet formiillerinden ve Lemma 4.3 deki

0zdesliklerden yararlanacagiz.
1D QnsrDJLCnss — DI QnssDILQnsr = (=201 ((JLQo + 5)s—r) (1 + £).
fspat.

D]Qn+rD]LQn+s - D]Qn+sD]LQn+r
1, . , : . 1, . . , .
— § ('u 'un+r —v 17n+r)(ll Mn+s +v vn+s) _ § (‘u ‘un+s —v vn+s)(’u ‘un+r +v 17n+r)

— %((#')2H2n+r+s + ‘u'v"un+rvn+s _ v"u'vn+r'un+s _ (v')2v2n+r+s)

1 ' ! ! ' ' '

— § ((# )2#2n+r+s +uv ‘un+svn+r —v'u 17n+s'un+r _ (U )2v2n+r+s)
1
3 (,u v (‘u"’”’ nEs _ nbsyntry g, y (‘un+s n+r vn+sun+r))
1

3 ([,l v ‘un+r n+r(vs ro_ 'us r) —v 'u'un+r n+r(‘us r__ vs—r))
1 N -
= § (_2)n+r (_(us—r _ vs—r)(,u v+ovu ))

1
=3 (=2)™7(=2(JLQo + 5" = v 7)) +¢)
= (=27 ((JLQo + 5)Js—r)(1 + &).
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2)DJLQ:DJQy — DJLQuDJ @y = 2(—=2)™((JLQo + 5)/n-m)(1 + £).
fspat.

DJLQmD]Q@n — DJLQynD]Qp,
= §((y pm v v™) (gt —v'vt) = (ppt + v ™) (g™ —v vm))
_ 1((#')2Mm+n _ ‘u'v"umvn + v"u"unvm _ (v')zvm+n )
3 _('u')zﬂm+n + M'v'ﬂnvm _ v"u"umvn + (v')zvm+n
= §(_2)m(v /llln_m —uv pm wv ‘un—m —v'u vn—m)

_1 m{,,'1, (;,n—m n-m " (,mmm n-m
=2 (2™ (W (T = ) T = ™))

1 - o

= 3™ (@ = v (W + )
1

=3 (=2)"™(3Jp-m2(LQo +5))(1 + &)

= 2(=2)"(ULQo + 5)n-m)(1 + &).
3)DJLQmD]Qn = D] QumDJLQy = (=2)™*(=(LQo + 5)Jn-m + 2§JLy-m)(1 + &).
fspal.

DJLQ.,DJQ, — D]Q,DJLQ,
1 ' ' ' ' ! ' ' '
= 2 (W +vv™) (Wt = v'v™) = (W™ = v o™) (W +v'v"))

_ 1((.“')2#"“-” _ ‘u'v"umvn + 17"u"unvm _ (v')zvm+n )
3 _(’u')z’um+n — M'v'umvn + 17"u"unvm + (v')zvm+n

= 22 (W Qo) — v o)
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1 mi(, ., (,n—-m (gt m
:5(—2)(—2) (uv(v )—vp(u ))

1
= 2 (=2 (ULQo +5 + 6™ ™ — (JLQo + 5 — 6)U" ™) (1 + )

1
= 3 (2™ (ULQo + H)®™ = ) 4 66U + 1)) (1 + )

= (_2)m+1(_(]LQ0 + 5)n-m + 28] Lp_m)(1 + €).
4) D]QnDJQm — DJ QD] @y = (=2)™* (28] -m)(1 + £).
jspat.

DJQnD]Qm — DJQmDJQy
= 6((,1 pt—vvt) (g™ —v ™) — (Wum —vo™)(ppt —v v"))

_ 1((“')2Mm+n _ ‘u'v"unvm _ v"u"umvn + (v')zvm+n )

9 _(M')Zﬂm+n + M'U'van + v"u"unvm _ (v')zvm+n
1 . C o
= 6(_# Y pmym(um — pmY o'y My (e m — vn—m))
—2)m L o
_( 9) ((‘un—m_vn—m)(v‘u _Mv))
=)™
=9 (3/n-mULQo + 5~ 6§ —JLQo — 5 — 68))(1 + ¢)
—2)m
= ( 3) (_2-6E]n—m)(1 + g)

= (=2)™'(2¢p-m) (A + o).
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5)DJLQuDJLQy — DJLQyuDJLQy = 36(=2)"¢]n-m(1 + €).
Ispat.

DJLQnDJLQym — DJLQmDJLQy

= (u'u” + v'v”)(u'ym + v'vm) — (y'ym + v'vm)(y'yn + v'v”)

= (yv)zu””" +pv ™™ + v ™" + (v')zv"”" - (,u')zy"”" — v umvt
—v u g™ — (v')zv"”"

ol R e e L B e A G )

= ("G = Y (W — V')

=(=2)"3)p-mUJLQy + 5+ 6 —JLQy — 5+ 6&)(1 + ¢)

= (=2)"3/n-m128(1 + )

= 36(=2)"¢ n-m(1 + &).
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