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Bu tezde dual Jacobsthal kuaterniyonlar ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar 

tanıtılmış ve bazı özelikleri verilmiştir. Dual Jacobsthal kuaterniyonlar ile dual 
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1. GİRİŞ 

Kuaterniyonlar ilk defa 1843’te Sir William R. Hamilton tarafından tanımlanmış ve 

bu tarihten  altı  yıl  sonra da  J.  Cackle, split kuaterniyonlarla  ilgili  çalışma  yapmıştır. 

Daha sonraki zamanlarda, kuaterniyonlar çok kullanılan split   kuaterniyon ve para 

kuaterniyon şeklinde gruplandırılmıştır. Fibonacci kuaterniyonları yıllarca çalışmıştır. 

A.F. Horadam (Horadam, 1963) tarafından ilk defa yapılan çalışmalar başka yazarların 

da ilgilenmesine yol açmıştır. Kuaterniyonlar dört bileşen içerdiğinden (reel ve 

kompleks olmak üzere) ve iki kompleks sayının kombinasyonundan oluştuğundan, 

hem reel sayılar hem de kompleks sayıları içeren geniş bir sayı sistemidir.  

 

Kuaterniyon cebiri, birleşmeli fakat değişmeli olmayan dört elemandan oluşur ve bu 

dört elemandan biri reel kısmı, geriye kalan üç eleman da sanal kısmı oluşturur. 

Kuaterniyonlar bölüm cebirine sahip olup değişme özelliğini sağlamasa da birçok 

uygulamada vektörler ve matrislerin yerini almıştır. Üç boyutlu uzayda dönme ve 

kayma hareketlerinin hesaplanması başlıca kullanım alanlarıdır. 

 

Nurkan ve Güven (Nurkan ve Güven, 2015) de dual Fibonacci kuaterniyonları ve dual 

Lucas kuaterniyonları tanımlamıştır. Halıcı, (Halici, 2013) de kompleks Fibonacci 

kuaterniyonlarını araştırmıştır. (Horadam, 1993) da Horadam, Pell kuaterniyonları ve 

genelleştirilmiş Pell kuaterniyonların kullanılma olasılığından bahsetmiştir. (Çimen ve 

İpek, 2016) ve (Szynal-Liana ve Wloch, 2016) da yer alan Pell-Lucas kuaterniyonları, 

Pell kuaterniyonların yakın bir zamanda ilginç bir sonucu olarak elde edilmiştir. 

Ayrıca (Tokeşer vd., 2017) de split Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonları ve bunlarla ilgili 

birçok özdeşlikler verilmiştir. Tokeşer vd., (Tokeşer vd., 2020) de genelleştirilmiş 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyonları tanıttıktan sonra, bu oktonyonların bazı 

özel özdeşliklerini elde etmişlerdir. 

 

Bu tezde, Dual Jacobsthal ve Dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonları tanımladıktan 

sonra, bunların arasında oluşan Binet formülleri, Catalan, Cassini, d’Ocagne 

özdeşlikleri ile birlikte bazı özel eşitlikler de elde edilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Η = {𝑔 + 𝑙𝑖 + 𝑚𝑗 + 𝑛𝑘: 𝑔, 𝑙,𝑚, 𝑛 ∈ 𝐼𝑅}  kuaterniyonlar kümesi olmak üzere, bir 

kuaterniyon 𝑞 ∈ Ηve her𝑔, 𝑙, 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐼𝑅için 

𝑞 = 𝑔 + 𝑙𝑖 + 𝑚𝑗 + 𝑛𝑘 

şeklindedir. 𝑞1, 𝑞2 ∈ Η  ve her𝑔1, 𝑙1, 𝑚1, 𝑛1, 𝑔2, 𝑙2, 𝑚2, 𝑛2 ∈ 𝐼𝑅 için 

𝑞1 = 𝑔1 + 𝑙1𝑖 + 𝑚1𝑗 + 𝑛1𝑘 

𝑞2 = 𝑔2 + 𝑙2𝑖 + 𝑚2𝑗 + 𝑛2𝑘 

herhangi iki kuaterniyon olmak üzere, kuaterniyonlar üzerindeki eşitlik, toplama, 

çıkarma ve skaler ile çarpma işlemleri sırasıyla aşağıdaki tanımlarda verilmiştir. 

 

2.1 Tanım 

 

𝑞1, 𝑞2 ∈ Η ve her𝑔1, 𝑙1, 𝑚1, 𝑛1, 𝑔2, 𝑙2, 𝑚2, 𝑛2 ∈ 𝐼𝑅 için 

𝑞1 = 𝑔1 + 𝑙1𝑖 + 𝑚1𝑗 + 𝑛1𝑘 

𝑞2 = 𝑔2 + 𝑙2𝑖 + 𝑚2𝑗 + 𝑛2𝑘 

şeklinde verilen iki kuaterniyonun birbirine eşit olması için  

𝑔1 = 𝑔2, 𝑙1 = 𝑙2, 𝑚1 = 𝑚2, 𝑛1 = 𝑛2 

şartının sağlanması gerekmektedir. 

 

2.2 Tanım 

 

𝑞1, 𝑞2 ∈ Η ve her𝑔1, 𝑙1, 𝑚1, 𝑛1, 𝑔2, 𝑙2, 𝑚2, 𝑛2 ∈ 𝐼𝑅 için 

𝑞1 = 𝑔1 + 𝑙1𝑖 + 𝑚1𝑗 + 𝑛1𝑘 

𝑞2 = 𝑔2 + 𝑙2𝑖 + 𝑚2𝑗 + 𝑛2𝑘 

iki kuaterniyonun toplamı 

𝑞1 + 𝑞2 = (𝑔1 + 𝑔2) + (𝑙1 + 𝑙2)𝑖 + (𝑚1 +𝑚2)𝑗 + (𝑛1 + 𝑛2)𝑘 

şeklindedir. 
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2.3 Tanım 

 

𝑞1, 𝑞2 ∈ Η ve her𝑔1, 𝑙1, 𝑚1, 𝑛1, 𝑔2, 𝑙2, 𝑚2, 𝑛2 ∈ 𝐼𝑅 için 

𝑞1 = 𝑔1 + 𝑙1𝑖 + 𝑚1𝑗 + 𝑛1𝑘 

𝑞2 = 𝑔2 + 𝑙2𝑖 + 𝑚2𝑗 + 𝑛2𝑘 

iki kuaterniyon arasındaki çıkarma işlemi 

𝑞1 − 𝑞2 = (𝑔1 − 𝑔2) + (𝑙1 − 𝑙2)𝑖 + (𝑚1 −𝑚2)𝑗 + (𝑛1 − 𝑛2)𝑘 

şeklindedir. 

 

2.4 Tanım 

 

𝑞1 ∈ Η ve her 𝑔1, 𝑙1,𝑚1, 𝑛1 ∈ 𝐼𝑅 için 

𝑞1 = 𝑔1 + 𝑙1𝑖 + 𝑚1𝑗 + 𝑛1𝑘 

kuaterniyonun 𝑠 ∈ 𝐼𝑅 ile skaler çarpma işlemi 

𝑠𝑞1 = 𝑠𝑔1 + 𝑠𝑙1𝑖 + 𝑠𝑚1𝑗 + 𝑠𝑛1𝑘 

şeklindedir. 

 

2.5 Tanım 

 

𝑞 ∈ Ηve her 𝑔, 𝑙,𝑚, 𝑛 ∈ 𝐼𝑅için 

𝑞 = 𝑔 + 𝑙𝑖 + 𝑚𝑗 + 𝑛𝑘 

bir kauterniyonun eşleniği  

𝑞* = 𝑔 − 𝑙𝑖 − 𝑚𝑗 − 𝑛𝑘 

ve aynı kuaterniyonun normu ise  

𝑁(𝑞) = (𝑔 + 𝑙𝑖 + 𝑚𝑗 + 𝑛𝑘)2 = 𝑔2 + 𝑙2 +𝑚2 + 𝑛2 

şeklinde tanımlanmıştır. 
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2.6 Tanım 

 

IR reel sayılar kümesi olmak üzere 

𝐷 = 𝐼𝑅 × 𝐼𝑅 

kümesi üzerinde eşitlik, toplama, çarpma işlemleri aşağıdaki  gibi tanımlanmış ise D 

kümesine dual sayılar sistemi, 𝜀 = (0,1)  dual birim, 𝑘, 𝑘* ∈ 𝐼𝑅  ve 𝜀2 = 0, 𝜀 ≠ 0 

olmak üzere 𝑑 = (𝑘, 𝑘*) = 𝑘 + 𝜀𝑘* elemanına da dual sayı denir. 

 

𝐾 = (𝑘, 𝑘*) = 𝑘 + 𝜀𝑘* ∈ 𝐷 ve 𝑀 = (𝑚,𝑚*) = 𝑚 + 𝜀𝑚* ∈ 𝐷 olmak üzere 

 

Eşitlik : 

𝑘 = 𝑚, 𝑘* = 𝑚* ise K ile M eşittir yani 𝐾 = 𝑀 şeklindedir. 

 

Toplama :   

𝐷 × 𝐷 → 𝐷 olmak üzere 

𝐾 +𝑀 = (𝑘, 𝑘*) + (𝑚,𝑚*) = (𝑘 + 𝑚, 𝑘* +𝑚*) = 𝑘 +𝑚 + 𝜀(𝑘* +𝑚*) 

şeklindedir. 

 

Çarpma :   

𝐷 × 𝐷 → 𝐷 olmak üzere 

𝐾.𝑀 = (𝑘, 𝑘*). (𝑚,𝑚*) = (𝑘𝑚, 𝑘𝑚* + 𝑘*𝑚) = 𝑘𝑚 + 𝜀(𝑘𝑚* + 𝑘*𝑚)  şeklindedir 

[12]. 

 

2.7 Tanım 

 

Fibonacci tipi sayılar formun 2. mertebeden lineer tekrarlama bağıntısı ile aşağıdaki 

gibi tanımlanmıştır: 

𝑎𝑛 = 𝑏1𝑎𝑛−1 + 𝑏2𝑎𝑛−2, ∀𝑏𝑖 ∈ 𝐼𝑁, 𝑖 = 1,2. 
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Özel olarak 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,2 Fibonacci sayılarını ve ve benzerlerini tanımlayan tekrarlama 

denklemi elde edilmiştir. Fibonacci tipi sayılar arasında iyi bilinen özellikler aşağıda 

listelenmiştir : 

a) 𝑛 ≥ 2 için 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 olmak üzere 𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2 Lucas sayıları, 

b) 𝑛 ≥ 2 için 𝑃0 = 0, 𝑃1 = 1 olmak üzere 𝑃𝑛 = 2𝑃𝑛−1 + 𝑃𝑛−2 Pell sayıları, 

c) 𝑛 ≥ 2 için 𝑄0 = 2,𝑄1 = 2 olmak üzere 𝑄𝑛 = 2𝑄𝑛−1 + 𝑄𝑛−2 Pell-Lucas sayıları, 

d) 𝑛 ≥ 2 için 𝐽0 = 0, 𝐽1 = 1 olmak üzere 𝐽𝑛 = 𝐽𝑛−1 + 2𝐽𝑛−2 Jacobsthal sayıları, 

e) 𝑛 ≥ 2  için 𝑗1 = 2, 𝑗2 = 1  olmak üzere 𝑗𝑛 = 𝑗𝑛−1 + 2𝑗𝑛−2  Jacobsthal-Lucas 

sayıları. 

 

Jacobsthal sayıları ve Jacobsthal-Lucas sayıları aşağıdaki tabloda verilmiştir: 

Tablo 2.1. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları 

 

Bu tezde yapılan hesaplamalarda kullanacağımız Jacobsthal sayıları ve Jacobsthal-

Lucas sayıları ile ilgili özdeşlikler aşağıda verilmiştir (Horadam, 1988) : 

 

𝑗𝑘+1 + 𝑗𝑘 = 3(𝐽𝑘+1 + 𝐽𝑘) = 3. 2𝑘                                                                                               (2.1) 

𝑗𝑘+1 − 𝑗𝑘 = 3(𝐽𝑘+1 − 𝐽𝑘) + 4(−1)𝑘+1 = 2𝑘 + 2(−1)𝑘+1                                                         

(2.2) 

𝑗𝑘+𝑝 + 𝑗𝑘−𝑝 = 3(𝐽𝑘+𝑝 + 𝐽𝑘−𝑝) + 4(−1)𝑘−𝑝 = 2𝑘−𝑝(22𝑝 + 1) + 2(−1)𝑘−𝑝                    

(2.3) 

𝑗𝑘+𝑝 − 𝑗𝑘−𝑝 = 3(𝐽𝑘+𝑝 − 𝐽𝑘−𝑝) = 2𝑘−𝑝(22𝑝 − 1)                                                                   (2.4) 

𝐽𝑘 + 𝑗𝑘 = 2𝐽𝑘+1                                                                                                                  (2.5) 

  

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝐽𝑛 0 1 1 3 5 11 21 43 81 171 341 

𝑗𝑛 2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025 
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3𝐽𝑘 + 𝑗𝑘 = 2𝑘+1                                                                                                                  (2.6) 

𝑗𝑘𝐽𝑘 = 𝐽2𝑘                                                                                                                  (2.7) 

𝐽𝑙𝑗𝑘 + 𝐽𝑘𝑗𝑙 = 2𝐽𝑙+𝑘                                                                                                                  (2.8) 

𝐽𝑙𝑗𝑘 − 𝐽𝑘𝑗𝑙 = (−1)𝑘2𝑘+1𝐽𝑙−𝑘                                                                                                       (2.9) 

𝐽𝑘 =
1

3
(2𝑘 − (−1)𝑘)                                                                                                                  (2.10) 

𝑗𝑘 = 2𝑘 − (−1)𝑘                                                                                                                  (2.11) 

 

Eşitlik (2.10) ve eşitlik (2.11) sırasıyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları içim 

Binet formülleridir. 
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3. JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS KUATERNİYONLAR 

Bu bölümde Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonları tanımlayıp, bazı 

özellikleri verilecektir. 

 

3.1 Tanım 

 

𝐽
∼

𝜛  Jacobsthal  ve 𝑗
∼

𝜛 Jacobsthal-Lucas sayıları olmak üzere, sırasıyla 𝐽𝑄
∼

𝜛 Jacobsthal 

ve 𝐽𝐿𝑄
∼

𝜛 Jacobsthal-Lucas kuaterniyonları aşağıdaki tanımlanmıştır : 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛 = 𝐽
∼

𝜛 + 𝑖𝐽
∼

𝜛+1 + 𝑗𝐽
∼

𝜛+2 + 𝑘𝐽
∼

𝜛+3 

ve 

𝐽𝐿𝑄
∼

𝜛 = 𝑗
∼

𝜛 + 𝑖𝑗
∼

𝜛+1 + 𝑗𝑗
∼

𝜛+2 + 𝑘𝑗
∼

𝜛+3. 

 

3.1 Teorem 

 

𝜛 ∈ ℤ olmak üzere 

𝐽𝑄
∼

𝜛+1 + 𝐽𝑄
∼

𝜛 = 2𝜛(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) 

dır. 

 

İspat. 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛 = 𝐽
∼

𝜛 + 𝑖𝐽
∼

𝜛+1 + 𝑗𝐽
∼

𝜛+2 + 𝑘𝐽
∼

𝜛+3 

𝐽𝑄
∼

𝜛+1 = 𝐽
∼

𝜛+1 + 𝑖𝐽
∼

𝜛+2 + 𝑗𝐽
∼

𝜛+3 + 𝑘𝐽
∼

𝜛+4                                                             (3.1) 

olmak üzere, 

𝐽𝑄
∼

𝜛 + 𝐽𝑄
∼

𝜛+1 = (𝐽
∼

𝜛+1 + 𝐽
∼

𝜛) + 𝑖 (𝐽
∼

𝜛+2 + 𝐽
∼

𝜛+1) + 𝑗 (𝐽
∼

𝜛+3 + 𝐽
∼

𝜛+2)

+ 𝑘 (𝐽
∼

𝜛+4 + 𝐽
∼

𝜛+3) 
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olur. Eşitlik (2.1) de 

 

𝐽
∼

𝜛+1 + 𝐽
∼

𝜛 = 2𝜛 

 

olduğundan,  

 

𝐽
∼

𝜛+2 + 𝐽
∼

𝜛+1 = 2𝜛+1, 

𝐽
∼

𝜛+3 + 𝐽
∼

𝜛+2 = 2𝜛+2, 

𝐽
∼

𝜛+4 + 𝐽
∼

𝜛+3 = 2𝜛+2 

 

elde edilir. Bu ifadeleri 𝐽𝑄
∼

𝜛+1 + 𝐽𝑄
∼

𝜛 de yerine yazarsak 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+1 + 𝐽𝑄
∼

𝜛 = 2𝜛 + 𝑖2𝜛+1 + 𝑗2𝜛+2 + 𝑘2𝜛+3 = 2𝜛(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) 

 

olarak bulunur. 

 

3.2 Teorem 

 

𝜛 ∈ ℤ olmak üzere 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+1 − 𝐽𝑄
∼

𝜛 =
1

3
[2𝜛(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) + 2(−1)𝜛(1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)] 

dır. 

 

İspat. 

 

Eşitlik (3.1) den 
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𝐽𝑄
∼

𝜛+1 − 𝐽𝑄
∼

𝜛 = (𝐽
∼

𝜛+1 − 𝐽
∼

𝜛) + 𝑖 (𝐽
∼

𝜛+2 − 𝐽
∼

𝜛+1) + 𝑗 (𝐽
∼

𝜛+3 − 𝐽
∼

𝜛+2)

+ 𝑘 (𝐽
∼

𝜛+4 − 𝐽
∼

𝜛+3) 

 

elde edilir. Eşitlik (2.2) den de 

 

3 (𝐽
∼

𝜛+1 − 𝐽
∼

𝜛) + 4(−1)𝜛+1 = 2𝜛 + 2(−1)𝜛+1 

3 (𝐽
∼

𝜛+1 − 𝐽
∼

𝜛) = 2𝜛 + 2(−1)𝜛+1 − 4(−1)𝜛+1 

𝐽
∼

𝜛+1 − 𝐽
∼

𝜛 =
1

3
(2𝜛 − 2(−1)𝜛+1) 

𝐽
∼

𝜛+1 − 𝐽
∼

𝜛 =
1

3
(2𝜛 + 2(−1)𝜛) 

 

bulunur. Son eşitlikten yararlandığımızda 

 

𝐽
∼

𝜛+2 − 𝐽
∼

𝜛+1 =
1

3
(2𝜛+1 + 2(−1)𝜛) 

𝐽
∼

𝜛+3 − 𝐽
∼

𝜛+2 =
1

3
(2𝜛+2 + 2(−1)𝜛) 

𝐽
∼

𝜛+4 − 𝐽
∼

𝜛+3 =
1

3
(2𝜛+3 + 2(−1)𝜛) 

 

olup, bu eşitlikler 𝐽𝑄
∼

𝜛+1 − 𝐽𝑄
∼

𝜛 de yerine yazılırsa 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+1 − 𝐽𝑄
∼

𝜛 =
1

3
[(2𝜛 + 2(−1)𝜛) + (2𝜛+1 − 2(−1)𝜛)𝑖 + (2𝜛+2 + 2(−1)𝜛)𝑗

+ (2𝜛+3 − 2(−1)𝜛)𝑘] 

                      =
1

3
[2𝜛(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) + 2(−1)𝜛(1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)] 

 

elde edilip, ispat tamamlanmış olur. 
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3.3 Teorem 

 

𝜛, ℏ ∈ ℤ olmak üzere 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ + 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ =
1

3
[2𝜛−ℏ(22ℏ + 1)(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) − 2(−1)𝜛−ℏ(1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)] 

 

dır. 

 

İspat. 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ = 𝐽
∼

𝜛+ℏ + 𝑖𝐽
∼

𝜛+ℏ+1 + 𝑗𝐽
∼

𝜛+ℏ+2 + 𝑘𝐽
∼

𝜛+ℏ+3 

𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ = 𝐽
∼

𝜛−ℏ + 𝑖𝐽
∼

𝜛−ℏ+1 + 𝑗𝐽
∼

𝜛−ℏ+2 + 𝑘𝐽
∼

𝜛−ℏ+3                                                                        

(3.2) 

 

olmak üzere, 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ + 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ = (𝐽
∼

𝜛+ℏ + 𝐽
∼

𝜛−ℏ) + 𝑖 (𝐽
∼

𝜛+ℏ+1 + 𝐽
∼

𝜛−ℏ+1) + 𝑗 (𝐽
∼

𝜛+ℏ+2 + 𝐽
∼

𝜛−ℏ+2)

+ 𝑘 (𝐽
∼

𝜛+ℏ+3 + 𝐽
∼

𝜛−ℏ+3) 

 

olur. Eşitlik (2.3) den 

 

3 (𝐽
∼

𝜛+ℏ + 𝐽
∼

𝜛−ℏ) + 4(−1)𝜛−ℏ = 2𝜛−ℏ(22ℏ + 1) + 2(−1)𝜛−ℏ 

⇒ 3(𝐽
∼

𝜛+ℏ + 𝐽
∼

𝜛−ℏ) = 2𝜛−ℏ(22ℏ + 1) + 2(−1)𝜛−ℏ − 4(−1)𝜛−ℏ 

⇒ 𝐽
∼

𝜛+ℏ + 𝐽
∼

𝜛−ℏ =
1

3
(2𝜛−ℏ(22ℏ + 1) − 2(−1)𝜛−ℏ) 

⇒ 𝐽
∼

𝜛+ℏ+1 + 𝐽
∼

𝜛−ℏ+1 =
1

3
(2𝜛−ℏ+1(22ℏ + 1) + 2(−1)𝜛−ℏ) 

 

bulunur. Son eşitlikten yararlandığımızda 
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𝐽
∼

𝜛+ℏ+2 + 𝐽
∼

𝜛−ℏ+2 =
1

3
(2𝜛−ℏ+2(22ℏ + 1) − 2(−1)𝜛−ℏ) 

𝐽
∼

𝜛+ℏ+3 + 𝐽
∼

𝜛−ℏ+3 =
1

3
(2𝜛−ℏ+3(22ℏ + 1) + 2(−1)𝜛−ℏ) 

 

olup, bu eşitlikler 𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ + 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ de yerine yazılırsa 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ + 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ =
1

3
(2𝜛−ℏ(22ℏ + 1) − 2(−1)𝜛−ℏ) +

1

3
(2𝜛−ℏ+1(22ℏ + 1) + 2(−1)𝜛−ℏ)𝑖 

                          +
1

3
(2𝜛−ℏ+2(22ℏ + 1) − 2(−1)𝜛−ℏ)𝑗 +

1

3
(2𝜛−ℏ+3(22ℏ + 1) + 2(−1)𝜛−ℏ)𝑘 

 

olup, gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ + 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ =
1

3
[2𝜛−ℏ(22ℏ + 1)(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) − 2(−1)𝜛−ℏ(1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)] 

 

elde edilip, böylece ispat tamamlanmış olur. 
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3.4 Teorem 

 

𝜛, ℏ ∈ ℤ olmak üzere 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ − 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ =
1

3
2𝜛−ℏ(22ℏ − 1)(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) 

 

dır. 

 

İspat. 

 

Eşitlik (3.2) den 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ − 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ = (𝐽
∼

𝜛+ℏ − 𝐽
∼

𝜛−ℏ) + 𝑖 (𝐽
∼

𝜛+ℏ+1 − 𝐽
∼

𝜛−ℏ+1) + 𝑗 (𝐽
∼

𝜛+ℏ+2 − 𝐽
∼

𝜛−ℏ+2)

+ 𝑘 (𝐽
∼

𝜛+ℏ+3 − 𝐽
∼

𝜛−ℏ+3) 

 

olur. Eşitlik (2.4) den 

 

3 (𝐽
∼

𝜛+ℏ − 𝐽
∼

𝜛−ℏ) = 2𝜛−ℏ(22ℏ − 1) 

⇒ 𝐽
∼

𝜛+ℏ − 𝐽
∼

𝜛−ℏ =
1

3
2𝜛−ℏ(22ℏ − 1) 

⇒ 𝐽
∼

𝜛+ℏ+1 − 𝐽
∼

𝜛−ℏ+1 =
1

3
2𝜛−ℏ+1(22ℏ − 1) 

 

bulunur. Son eşitlikten yararlandığımızda 

 

𝐽
∼

𝜛+ℏ+2 − 𝐽
∼

𝜛−ℏ+2 =
1

3
2𝜛−ℏ+2(22ℏ − 1) 

𝐽
∼

𝜛+ℏ+3 − 𝐽
∼

𝜛−ℏ+3 =
1

3
2𝜛−ℏ+3(22ℏ − 1) 

 

olup, bu eşitlikler 𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ − 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ de yerine yazılırsa 
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𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ − 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ =
1

3
2𝜛−ℏ(22ℏ − 1) +

1

3
2𝜛−ℏ+1(22ℏ − 1)𝑖 +

1

3
2𝜛−ℏ+2(22ℏ − 1)𝑗 

                           +
1

3
2𝜛−ℏ+3(22ℏ − 1)𝑘 

 

olup, gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

𝐽𝑄
∼

𝜛+ℏ − 𝐽𝑄
∼

𝜛−ℏ =
1

3
2𝜛−ℏ(22ℏ − 1)(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘) 

 

elde edilip, böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4. DUAL JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS KUATERNİYONLAR 

Bu bölümde, dual Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonları tanımlayıp, dual 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları için iyi bilinen Catalon, Cassini ve d’Ocagne 

özdeşlikleri elde edildi. Bu özdeşliklerin ispatları dual Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

kuaterniyonların Binet formülleri kullanarak yapıldı. 

 

4.1 Tanım 

 

Dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar, 𝑛 ≥ 0  için 

{1, 𝑖, 𝑗, 𝑘}standart baz olmak üzere, sırasıyla 

 

𝐷𝐽𝑄𝑛 = 𝐽𝑄𝑛 + 𝜀𝐽𝑄𝑛+1 

         = 𝐽𝑛 + 𝐽𝑛+1𝑖 + 𝐽𝑛+2𝑗 + 𝐽𝑛+3𝑘 + 𝜀(𝐽𝑛+1 + 𝐽𝑛+2𝑖 + 𝐽𝑛+3𝑗 + 𝐽𝑛+4𝑘) 

ve 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 = 𝐽𝐿𝑄𝑛 + 𝜀𝐽𝐿𝑄𝑛+1 

           = 𝐽𝐿𝑛 + 𝐽𝐿𝑛+1𝑖 + 𝐽𝐿𝑛+2𝑗 + 𝐽𝐿𝑛+3𝑘 + 𝜀(𝐽𝐿𝑛+1 + 𝐽𝐿𝑛+2𝑖 + 𝐽𝐿𝑛+3𝑗 + 𝐽𝐿𝑛+4𝑘) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Şimdi dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar için Binet formüllerini 

aşağıdaki teoremle birlikte verelim. 
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4.2 Teorem 

 

𝑛 ≥ 0 için 𝜇 = 2, 𝑣 = −1, 𝜇′ = (1 + 𝜀𝜇)𝜇*  ve 𝑣 ′ = (1 + 𝜀𝑣)𝑣*  olmak üzere dual 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonların Binet formülleri sırasıyla,  

 

𝐷𝐽𝑄𝑛 =
𝜇′𝜇𝑛 − 𝑣 ′𝑣𝑛

𝜇 − 𝑣
 

 

ve 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 = 𝜇′𝜇𝑛 + 𝑣 ′𝑣𝑛 

 

şeklindedir. Burada 𝜇* = 1 + 𝜇𝑖 + 𝜇2𝑗 + 𝜇3𝑘 ve 𝑣* = 1 + 𝑣𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘  dır.  

 

İspat.  

 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonların Binet formülleri 

 

𝐽𝑄𝑛 =
𝜇*𝜇𝑛 − 𝑣*𝑣𝑛

𝜇 − 𝑣
 

 

ve 

 

𝐽𝐿𝑄𝑛 = 𝜇*𝜇𝑛 + 𝑣*𝑣𝑛 

 

dir. Buna göre, 
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𝐷𝐽𝑄𝑛 = 𝐽𝑄𝑛 + 𝜀𝐽𝑄𝑛+1 

            =
𝜇*𝜇𝑛−𝑣*𝑣𝑛

𝜇−𝑣
+ 𝜀

𝜇*𝜇𝑛+1−𝑣*𝑣𝑛+1

𝜇−𝑣
 

=
𝜇*𝜇𝑛

𝜇 − 𝑣
(1 + 𝜀𝜇) −

𝑣*𝑣𝑛

𝜇 − 𝑣
(1 + 𝜀𝑣) 

=
𝜇𝑛

𝜇 − 𝑣
(1 + 𝜀𝜇)𝜇* −

𝑣𝑛

𝜇 − 𝑣
(1 + 𝜀𝑣)𝑣* 

=
𝜇′𝜇𝑛 − 𝑣 ′𝑣𝑛

𝜇 − 𝑣
 

 

ve 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 = 𝐽𝐿𝑄𝑛 + 𝜀𝐽𝐿𝑄𝑛+1 

                  = 𝜇*𝜇𝑛 + 𝑣*𝑣𝑛 + 𝜀(𝜇*𝜇𝑛+1 + 𝑣*𝑣𝑛+1) 

= 𝜇*𝜇𝑛(1 + 𝜀𝜇) + 𝑣*𝑣𝑛(1 + 𝜀𝑣) 

= 𝜇′𝜇𝑛 + 𝑣 ′𝑣𝑛 

 

elde edilip, ispat tamamlanmış olur. 

 

İlerideki hesaplamalarımızda önemli rol oynayacak olan bazı özdeşlikleri aşağıdaki 

lemma ile verelim. 

 

4.3 Lemma 

 

𝜇 = 2, 𝑣 = −1, 𝜇* = 1 + 𝜇𝑖 + 𝜇2𝑗 + 𝜇3𝑘 ,  𝑣* = 1 + 𝑣𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘   ve  𝜉 = −2𝑖 − 𝑗 + 𝑘  

olmak üzere, 

 

(𝜇′)
2
= (𝐽𝐿𝑄0 + 3𝐽𝑄0 − 85)(1 + 4𝜀) 

(𝑣 ′)
2
= (𝐽𝐿𝑄0 − 3𝐽𝑄0 − 4)(1 − 2𝜀) 

𝜇′𝑣 ′ = (𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)(1 + 𝜀) 

𝑣 ′𝜇′ = (𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)(1 + 𝜀) 
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İspat. 

 

(𝜇′)
2
= ((1 + 𝜀𝜇)𝜇*) ((1 + 𝜀𝜇)𝜇*)  

            = (1 + 2𝜀)2(𝜇*)
2

 

            = (1 + 4𝜀)(𝜇*)
2

 

            = (1 + 𝜇𝑖 + 𝜇2𝑗 + 𝜇3𝑘)(1 + 𝜇𝑖 + 𝜇2𝑗 + 𝜇3𝑘)(1 + 4𝜀) 

            = (1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘)(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘)(1 + 4𝜀) 

            = (
1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘 + 2𝑖 + 4𝑖2 + 8𝑖𝑗 + 16𝑖𝑘 + 4𝑗 + 8𝑗𝑖

+16𝑗2 + 32𝑗𝑘 + 8𝑘 + 16𝑘𝑖 + 32𝑘𝑗 + 64𝑘2
) (1 + 4𝜀) 

             = (1 + 4𝑖 + 8𝑗 + 16𝑘 − 4 − 16 − 64)(1 + 4𝜀) 

             = (4(𝑖 + 2𝑗 + 4𝑘) − 83)(1 + 4𝜀) 

             = (𝐽𝐿𝑄0 + 3𝐽𝑄0 − 85)(1 + 4𝜀). 

 

(𝑣 ′)
2
= ((1 + 𝜀𝑣)𝑣*) ((1 + 𝜀𝑣)𝑣*) 

           = (1 − 𝜀)2(𝑣*)
2
 

           = (1 − 2𝜀)(𝑣*)
2

 

           = (1 + 𝑣𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘)(1 + 𝑣𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘)(1 − 2𝜀) 

           = (1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)(1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)(1 − 2𝜀) 

           = (
1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘 − 𝑖 + 𝑖2 − 𝑖𝑗 + 𝑖𝑘 + 𝑗 − 𝑗𝑖 + 𝑗2 − 𝑗𝑘

−𝑘 + 𝑘𝑖 − 𝑘𝑗 + 𝑘2
)(1 − 2𝜀) 

           = (1 − 2𝑖 + 2𝑗 − 2𝑘 − 3)(1 − 2𝜀) 

           = 2(−1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)(1 − 2𝜀) 

           = (𝐽𝐿𝑄0 − 3𝐽𝑄0 − 4)(1 − 2𝜀). 
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𝜇′𝑣 ′ = ((1 + 𝜀𝜇)𝜇*) ((1 + 𝜀𝑣)𝑣*)  

         = (1 + 2𝜀)(1 − 𝜀)𝜇*𝑣* 

         = 𝜇*𝑣*(1 + 𝜀) 

         = (1 + 𝜇𝑖 + 𝜇2𝑗 + 𝜇3𝑘)(1 + 𝑣𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘)(1 + 𝜀) 

         = (1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘)(1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)(1 + 𝜀) 

          = (
1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘 + 2𝑖 − 2𝑖2 + 2𝑖𝑗 − 2𝑖𝑘 + 4𝑗 − 4𝑗𝑖 + 4𝑗2 − 4𝑗𝑘

+8𝑘 − 8𝑘𝑖 + 8𝑘𝑗 − 8𝑘2
) (1 + 𝜀) 

           = (1 + 𝑖 + 5𝑗 + 7𝑘 + 6 + 6𝑘 − 6𝑗 − 12𝑖)(1 + 𝜀) 

           = (2 + 𝑖 + 5𝑗 + 7𝑘 + 5 + 6(−2𝑖 − 𝑗 + 𝑘))(1 + 𝜀) 

           = (𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)(1 + 𝜀). 

 

𝑣 ′𝜇′ = ((1 + 𝜀𝑣)𝑣*) ((1 + 𝜀𝜇)𝜇*) 

         = (1 − 𝜀)(1 + 2𝜀)𝑣*𝜇* 

          = 𝑣*𝜇*(1 + 𝜀) 

          = (1 + 𝑣𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘)(1 + 𝜇𝑖 + 𝜇2𝑗 + 𝜇3𝑘)(1 + 𝜀) 

          = (1 − 𝑖 + 𝑗 − 𝑘)(1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘)(1 + 𝜀) 

           = (
1 + 2𝑖 + 4𝑗 + 8𝑘 − 𝑖 − 2𝑖2 − 4𝑖𝑗 − 8𝑖𝑘 + 𝑗 + 2𝑗𝑖 + 4𝑗2 + 8𝑗𝑘

−𝑘 − 2𝑘𝑖 − 4𝑘𝑗 − 8𝑘2
) (1 + 𝜀) 

            = (1 + 𝑖 + 5𝑗 + 7𝑘 + 6 − 6𝑘 + 12𝑖 + 6𝑗)(1 + 𝜀) 

            = (2 + 𝑖 + 5𝑗 + 7𝑘 + 5 − 6(−2𝑖 − 𝑗 + 𝑘))(1 + 𝜀) 

            = (𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)(1 + 𝜀). 
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Yukarıda verdiğimiz önemli özdeşliklerden ve dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-

Lucas kuaterniyonların Binet formüllerinden yararlanarak, sırasıyla, bu kuaterniyonlar 

için sırasıyla Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşliklerini verebiliriz. 

 

4.4 Teorem (Catalan Özdeşlikleri) 

 

∀𝑛, 𝑟 ∈ ℤ için, 𝜉 = −2𝑖 − 𝑗 + 𝑘 olmak üzere 

 

𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝑄𝑛
2 = [(−2)𝑛−𝑟 (

1

9
(𝐽𝐿𝑄0 + 5)((−2)𝑟 − 𝐽𝐿2𝑟) − 2𝜉𝐽2𝑟)] (1 + 𝜀) 

 

ve  

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛
2 = −9[𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝑄𝑛

2] 

 

dır. 

 

İspat.  

 

Dual Jacobsthal kuaterniyonlar için Binet formülünü kullanırsak 

 

𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝑄𝑛
2 

= (
𝜇′𝜇𝑛+𝑟 − 𝑣 ′𝑣𝑛+𝑟

3
)(

𝜇′𝜇𝑛−𝑟 − 𝑣 ′𝑣𝑛−𝑟

3
) − (

𝜇′𝜇𝑛 − 𝑣 ′𝑣𝑛

3
)(

𝜇′𝜇𝑛 − 𝑣 ′𝑣𝑛

3
) 

=
1

9
[
(𝜇')

2
𝜇2𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛−𝑟 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛+𝑟𝜇𝑛−𝑟 + (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛

−(𝜇')
2
𝜇2𝑛 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑛 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑛 − (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛

] 

=
1

9
[(−1)𝜇𝑛−𝑟𝑣𝑛−𝑟(𝜇2𝑟𝜇'𝑣 ' + 𝑣2𝑟𝑣 '𝜇') + 𝜇𝑛𝑣𝑛(𝜇'𝑣 ' + 𝑣 '𝜇')]                                            

=
1

9
[
(−1)(−2)𝑛−𝑟(𝜇2𝑟(𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉) + 𝑣2𝑟(𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉))

+2(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)
] (1 + 𝜀) 
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=
1

9
[
(−1)(−2)𝑛−𝑟((𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇2𝑟 + 𝑣2𝑟) + 6𝜉(𝜇2𝑟 − 𝑣2𝑟))

+2(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)
] (1 + 𝜀) 

=
1

9
[(−1)(−2)𝑛−𝑟((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝐿2𝑟 + 18𝜉𝐽2𝑟) + 2(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)](1 + 𝜀) 

= [
1

9
(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)(2 − (−2)−𝑟𝐽𝐿2𝑟 − 2𝜉𝐽2𝑟)] (1 + 𝜀) 

= [(−2)𝑛−𝑟 (
1

9
(𝐽𝐿𝑄0 + 5)(2(−2)𝑟 − 𝐽𝐿2𝑟) − 2𝜉𝐽2𝑟)] (1 + 𝜀) 

 

olur.  

 

Benzer şekilde, dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar için olan Binet formülünden 

yararlanırsak 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛
2 

= (𝜇'𝜇𝑛+𝑟 + 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟)(𝜇'𝜇𝑛−𝑟 + 𝑣 '𝑣𝑛−𝑟) − (𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛)(𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛) 

= (𝜇')
2
𝜇2𝑛 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛−𝑟 + 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛+𝑟𝜇𝑛−𝑟 + (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛 − (𝜇')

2
𝜇2𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣2𝑛 

−𝑣 '𝜇'𝑣𝑛𝜇𝑛 − (𝑣 ')
2
𝑣2𝑛 

= 𝜇𝑛−𝑟𝑣𝑛−𝑟(𝜇2𝑟𝜇'𝑣 ' + 𝑣2𝑟𝑣 '𝜇') − 𝜇𝑛𝑣𝑛(𝜇'𝑣 ' + 𝑣 '𝜇') 

= [
(−2)𝑛−𝑟(𝜇2𝑟(𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉) + 𝑣2𝑟(𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉))

−2(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)
] (1 + 𝜀) 

= [
(−2)𝑛−𝑟((𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇2𝑟 + 𝑣2𝑟) + 6𝜉(𝜇2𝑟 − 𝑣2𝑟))

−2(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)
] (1 + 𝜀) 

= [(−2)𝑛−𝑟((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝐿2𝑟 + 18𝜉𝐽2𝑟) − 2(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)](1 + 𝜀) 

= [(−2)𝑛(𝐽𝐿𝑄0 + 5)((−2)−𝑟𝐽𝐿2𝑟 − 2) + (−2)𝑛−𝑟18𝜉𝐽2𝑟](1 + 𝜀) 

= [(−2)𝑛−𝑟((𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝐽𝐿2𝑟 − 2(−2)𝑟) + 18𝜉𝐽2𝑟)](1 + 𝜀) 
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olup 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛
2 = −9[𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝑄𝑛−𝑟 − 𝐷𝐽𝑄𝑛

2] 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Catalan özdeşliğinin 𝑟 = 1  hali Cassini özdeşliği olduğundan aşağıdaki sonucu 

verebiliriz. 

 

4.5 Sonuç (Cassini Özdeşlikleri) 

 

∀𝑛 ∈ ℤ  ve  𝜉 = −2𝑖 − 𝑗 + 𝑘  olmak üzere, dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas 

kuaterniyonlar için Cassini özdeşlikleri sırasıyla aşağıdaki gibidir; 

 

𝐷𝐽𝑄𝑛+1𝐷𝐽𝑄𝑛−1 − 𝐷𝐽𝑄𝑛
2 = [(−2)𝑛−1(−(𝐽𝐿𝑄0 + 5) − 2𝜉)](1 + 𝜀) 

 

ve  

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+1𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛−1 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛
2 = [(−2)𝑛−1(9(𝐽𝐿𝑄0 + 5) + 18𝜉)](1 + 𝜀) 

 

dir. 

 

4.6 Teorem (d’Ocagne Özdeşlikleri) 

 

∀𝑛,𝑚 ∈ ℤ ve  𝜉 = −2𝑖 − 𝑗 + 𝑘 için 

 

𝐷𝐽𝑄𝑚+1𝐷𝐽𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛+1 = (−2)𝑚((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 − 2𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

 

ve 
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𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚+1𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+1 = (−2)𝑚[−9(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 + 18𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚](1 + 𝜀) 

 

dir. 

 

İspat.  

 

Dual Jacobsthal kuaterniyonların Binet formülünü kullandığımızda 

 

𝐷𝐽𝑄𝑚+1𝐷𝐽𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛+1 

= (
𝜇'𝜇𝑚+1 − 𝑣 '𝑣𝑚+1

3
)(

𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛

3
) − (

𝜇'𝜇𝑚 − 𝑣 '𝑣𝑚

3
)(

𝜇'𝜇𝑛+1 − 𝑣 '𝑣𝑛+1

3
) 

=
1

9
[
(𝜇')

2
𝜇𝑚+𝑛+1 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚+1𝑣𝑛 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑚+1𝜇𝑛 + (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛+1

−(𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛+1 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛+1 + 𝑣 '𝜇'𝑣𝑚𝜇𝑛+1 − (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛+1

] 

=
1

9
[𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑚(−𝑣𝑛−𝑚𝜇 + 𝑣𝑛−𝑚𝑣) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑚(−𝑣𝜇𝑛−𝑚 + 𝜇𝜇𝑛−𝑚)] 

=
1

9
(−2)𝑚[−𝜇'𝑣 '3𝑣𝑛−𝑚 + 𝑣 '𝜇'3𝜇𝑛−𝑚] 

=
1

3
(−2)𝑚(−𝜇'𝑣 '𝑣𝑛−𝑚 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛−𝑚) 

=
1

3
(−2)𝑚((𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)𝜇𝑛−𝑚 − (𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)𝑣𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

=
1

3
(−2)𝑚((𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚) − 6𝜉(𝜇𝑛−𝑚 + 𝑣𝑛−𝑚))(1 + 𝜀) 

=
1

3
(−2)𝑚(3(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 − 6𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

= (−2)𝑚((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 − 2𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

 

elde edilir. 
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Teoremin ikinci kısmının ispatı için dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonun Binet 

formülünü ele alırsak, 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚+1𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+1 

= (𝜇'𝜇𝑚+1 + 𝑣 '𝑣𝑚+1)(𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛) − (𝜇'𝜇𝑚 + 𝑣 '𝑣𝑚)(𝜇'𝜇𝑛+1 + 𝑣 '𝑣𝑛+1) 

= (𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛+1 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚+1𝑣𝑛 + 𝑣 '𝜇'𝑣𝑚+1𝜇 + (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛+1 

−(𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛+1 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛+1 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑚𝜇𝑛+1 − (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛+1 

= 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑚(𝜇𝑣𝑛−𝑚 − 𝑣𝑣𝑛−𝑚) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑚(𝑣𝜇𝑛−𝑚 − 𝜇𝜇𝑛−𝑚) 

= (−2)𝑚(3𝜇'𝑣 '𝑣𝑛−𝑚 − 3𝑣 '𝜇'𝜇𝑛−𝑚) 

= 3(−2)𝑚(−(𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)𝜇𝑛−𝑚 + (𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)𝑣𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

= 3(−2)𝑚(−(𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚) + 6𝜉(𝜇𝑛−𝑚 + 𝑣𝑛−𝑚))(1 + 𝜀) 

= 3(−2)𝑚(−3(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 + 6𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

= (−2)𝑚(−9(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 + 18𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

 

olup, ispat tamamlanmış olur. 

 

Dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar için Binet formüllerini, 

Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşliklerini verdikten sonra bu kuaterniyonlar için 

Vajda teoremini verebiliriz. 

 

4.7 Teorem 

 

∀𝑛, 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ ve  𝜉 = −2𝑖 − 𝑗 + 𝑘 olmak üzere 

 

𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑠 −𝐷𝐽𝑄𝑛𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟+𝑠 = (−2)𝑛𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠 − 2𝜉𝐽𝐿𝑠](1 + 𝜀) 

 

ve 
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𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑠 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟+𝑠 = −9(−2)𝑛𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠 − 2𝜉𝐽𝐿𝑠](1 + 𝜀) 

 

dır. 

 

İspat.  

 

𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑠 −𝐷𝐽𝑄𝑛𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟+𝑠 

=
1

9
((𝜇'𝜇𝑛+𝑟 − 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟)(𝜇'𝜇𝑛+𝑠 − 𝑣 '𝑣𝑛+𝑠) − (𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛)(𝜇'𝜇𝑛+𝑟+𝑠 − 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟+𝑠)) 

=
1

9
[
(𝜇')

2
𝜇2𝑛+𝑟+𝑠 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛+𝑠 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛+𝑟𝜇𝑛+𝑠 + (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛+𝑟+𝑠

−(𝜇')
2
𝜇2𝑛+𝑟+𝑠 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑛+𝑟+𝑠 + 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛𝜇𝑛+𝑟+𝑠 − (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛+𝑟+𝑠

] 

=
1

9
[𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑛(𝑣𝑟+𝑠 − 𝜇𝑟𝑣𝑠) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑛(𝜇𝑟+𝑠 − 𝑣𝑟𝜇𝑠)] 

=
(−2)𝑛

9
[𝜇'𝑣 '𝑣𝑠(𝑣𝑟 − 𝜇𝑟) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑠(𝜇𝑟 − 𝑣𝑟)] 

=
(−2)𝑛

9
[(𝜇𝑟 − 𝑣𝑟)(−𝜇'𝑣 '𝑣𝑠 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑟)] 

=
(−2)𝑛

3
𝐽𝑟[−(𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)𝑣𝑠 + (𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)𝜇𝑠](1 + 𝜀) 

=
(−2)𝑛

3
𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇𝑠 − 𝑣𝑠) − 6𝜉(𝜇𝑠 + 𝑣𝑠)](1 + 𝜀) 

= (−2)𝑛𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠 − 2𝜉𝐽𝐿𝑠](1 + 𝜀) 

 

olarak bulunur. Şimdi benzer işlemleri dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar için 

uygulayalım. 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑠 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟+𝑠 

= (𝜇'𝜇𝑛+𝑟 + 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟)(𝜇'𝜇𝑛+𝑠 + 𝑣 '𝑣𝑛+𝑠) − (𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛)(𝜇'𝜇𝑛+𝑟+𝑠 + 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟+𝑠) 
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= (𝜇')
2
𝜇2𝑛+𝑟+𝑠 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛+𝑠 + 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛+𝑟𝜇𝑛+𝑠 + (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛+𝑟+𝑠 

−(𝜇')
2
𝜇2𝑛+𝑟+𝑠 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑛+𝑟+𝑠 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛𝜇𝑛+𝑟+𝑠 − (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛+𝑟+𝑠 

= 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑛(𝜇𝑟𝑣𝑠 − 𝑣𝑟+𝑠) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑛(𝑣𝑟𝜇𝑠 − 𝜇𝑟+𝑠) 

= (−2)𝑛[𝜇'𝑣 '𝑣𝑠(𝜇𝑟 − 𝑣𝑟) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑠(𝑣𝑟 − 𝜇𝑠)] 

= 3(−2)𝑛𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)𝑣𝑠 − (𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)𝜇𝑠](1 + 𝜀) 

= −3(−2)𝑛𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇𝑠 − 𝑣𝑠) − 6𝜉(𝜇𝑠 + 𝑣𝑠)](1 + 𝜀) 

= −3(−2)𝑛𝐽𝑟[3(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠 − 6𝜉𝐽𝐿𝑠](1 + 𝜀) 

= −9(−2)𝑛𝐽𝑟[(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠 − 2𝜉𝐽𝐿𝑠](1 + 𝜀) 

 

olarak elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 
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5. DUAL JACOBSTHAL VE DUAL JACOBSTHAL-LUCAS 

KUATERNİYONLAR İÇİN BAZI ÖZDEŞLİKLER 

Bu bölümde dual Jacobsthal ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarla ilgili bazı 

özdeşlikleri ispatları ile birlikte verelim. Bu özdeşliklerin ispatlarında, dual Jacobsthal 

ve dual Jacobsthal-Lucas kuaterniyonların Binet formüllerinden ve Lemma 4.3 deki 

özdeşliklerden yararlanacağız. 

 

1)𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑠 − 𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑠𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟 = (−2)𝑛+𝑟+1((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠−𝑟)(1 + 𝜀). 

 

İspat.  

 

𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑟𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑠 − 𝐷𝐽𝑄𝑛+𝑠𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛+𝑟 

=
1

3
(𝜇'𝜇𝑛+𝑟 − 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟)(𝜇'𝜇𝑛+𝑠 + 𝑣 '𝑣𝑛+𝑠) −

1

3
(𝜇'𝜇𝑛+𝑠 − 𝑣 '𝑣𝑛+𝑠)(𝜇'𝜇𝑛+𝑟 + 𝑣 '𝑣𝑛+𝑟) 

=
1

3
((𝜇')

2
𝜇2𝑛+𝑟+𝑠 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛+𝑠 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛+𝑟𝜇𝑛+𝑠 − (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛+𝑟+𝑠) 

−
1

3
((𝜇')

2
𝜇2𝑛+𝑟+𝑠 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑠𝑣𝑛+𝑟 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛+𝑠𝜇𝑛+𝑟 − (𝑣 ')

2
𝑣2𝑛+𝑟+𝑠) 

=
1

3
(𝜇'𝑣 '(𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛+𝑠 − 𝜇𝑛+𝑠𝑣𝑛+𝑟) − 𝑣 '𝜇'(𝜇𝑛+𝑠𝑣𝑛+𝑟 − 𝑣𝑛+𝑠𝜇𝑛+𝑟)) 

=
1

3
(𝜇'𝑣 '𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛+𝑟(𝑣𝑠−𝑟 − 𝜇𝑠−𝑟) − 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛+𝑟𝑣𝑛+𝑟(𝜇𝑠−𝑟 − 𝑣𝑠−𝑟)) 

=
1

3
(−2)𝑛+𝑟 (−(𝜇𝑠−𝑟 − 𝑣𝑠−𝑟)(𝜇'𝑣 ' + 𝑣 '𝜇')) 

=
1

3
(−2)𝑛+𝑟(−2(𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝜇𝑠−𝑟 − 𝑣𝑠−𝑟))(1 + 𝜀) 

= (−2)𝑛+𝑟+1((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑠−𝑟)(1 + 𝜀). 
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2)𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛𝐷𝐽𝑄𝑚 = 2(−2)𝑚((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚)(1 + 𝜀). 

 

İspat.  

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛𝐷𝐽𝑄𝑚 

=
1

3
((𝜇'𝜇𝑚 + 𝑣 '𝑣𝑚)(𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛) − (𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛)(𝜇'𝜇𝑚 − 𝑣 '𝑣𝑚)) 

=
1

3
(
(𝜇')

2
𝜇𝑚+𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑚 − (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛

−(𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑚 − 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑛 + (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛

) 

=
1

3
(−2)𝑚(𝑣 '𝜇'𝜇𝑛−𝑚 − 𝜇'𝑣 '𝑣𝑛−𝑚 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣 '𝜇'𝑣𝑛−𝑚) 

=
1

3
(−2)𝑚 (𝜇'𝑣 '(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚) + 𝑣 '𝜇'(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚)) 

=
1

3
(−2)𝑚 ((𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚)(𝜇'𝑣 ' + 𝑣 '𝜇')) 

=
1

3
(−2)𝑚(3𝐽𝑛−𝑚2(𝐽𝐿𝑄0 + 5))(1 + 𝜀) 

= 2(−2)𝑚((𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚)(1 + 𝜀). 

 

3)𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝑄𝑚𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 = (−2)𝑚+1(−(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 + 2𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀). 

 

İspat. 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛 − 𝐷𝐽𝑄𝑚𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 

=
1

3
((𝜇'𝜇𝑚 + 𝑣 '𝑣𝑚)(𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛) − (𝜇'𝜇𝑚 − 𝑣 '𝑣𝑚)(𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛)) 

=
1

3
(
(𝜇')

2
𝜇𝑚+𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑚 − (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛

−(𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑚 + (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛

) 

=
1

3
(−2) (𝜇'𝑣 '(𝜇𝑚𝑣𝑛) − 𝑣 '𝜇'(𝜇𝑛𝑣𝑚)) 
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=
1

3
(−2)(−2)𝑚 (𝜇'𝑣 '(𝑣𝑛−𝑚) − 𝑣 '𝜇'(𝜇𝑛−𝑚)) 

=
1

3
(−2)𝑚+1((𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉)𝑣𝑛−𝑚 − (𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉)𝜇𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

=
1

3
(−2)𝑚+1((𝐽𝐿𝑄0 + 5)(𝑣𝑛−𝑚 − 𝜇𝑛−𝑚) + 6𝜉(𝜇𝑛−𝑚 + 𝑣𝑛−𝑚))(1 + 𝜀) 

= (−2)𝑚+1(−(𝐽𝐿𝑄0 + 5)𝐽𝑛−𝑚 + 2𝜉𝐽𝐿𝑛−𝑚)(1 + 𝜀). 

 

4) 𝐷𝐽𝑄𝑛𝐷𝐽𝑄𝑚 −𝐷𝐽𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛 = (−2)𝑚+1(2𝜉𝐽𝑛−𝑚)(1 + 𝜀). 

 

İspat. 

 

𝐷𝐽𝑄𝑛𝐷𝐽𝑄𝑚 −𝐷𝐽𝑄𝑚𝐷𝐽𝑄𝑛 

=
1

9
((𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛)(𝜇'𝜇𝑚 − 𝑣 '𝑣𝑚) − (𝜇'𝜇𝑚 − 𝑣 '𝑣𝑚)(𝜇'𝜇𝑛 − 𝑣 '𝑣𝑛)) 

=
1

9
(
(𝜇')

2
𝜇𝑚+𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑚 − 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑛 + (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛

−(𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑚 − (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛

) 

=
1

9
(−𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑚(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑚(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚)) 

=
(−2)𝑚

9
((𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚)(𝑣 '𝜇' − 𝜇'𝑣 ')) 

=
(−2)𝑚

9
(3𝐽𝑛−𝑚(𝐽𝐿𝑄0 + 5 − 6𝜉 − 𝐽𝐿𝑄0 − 5 − 6𝜉))(1 + 𝜀) 

=
(−2)𝑚

3
(−2.6𝜉𝐽𝑛−𝑚)(1 + 𝜀) 

= (−2)𝑚+1(2𝜉𝐽𝑛−𝑚)(1 + 𝜀). 
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5)𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚 −𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 = 36(−2)𝑚𝜉𝐽𝑛−𝑚(1 + 𝜀). 

 

İspat. 

 

𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚 − 𝐷𝐽𝐿𝑄𝑚𝐷𝐽𝐿𝑄𝑛 

= (𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛)(𝜇'𝜇𝑚 + 𝑣 '𝑣𝑚) − (𝜇'𝜇𝑚 + 𝑣 '𝑣𝑚)(𝜇'𝜇𝑛 + 𝑣 '𝑣𝑛) 

= (𝜇')
2
𝜇𝑚+𝑛 + 𝜇'𝑣 '𝜇𝑛𝑣𝑚 + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑛 + (𝑣 ')

2
𝑣𝑚+𝑛 − (𝜇')

2
𝜇𝑚+𝑛 − 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑛 

−𝑣 '𝜇'𝜇𝑛𝑣𝑚 − (𝑣 ')
2
𝑣𝑚+𝑛 

= 𝜇'𝑣 '𝜇𝑚𝑣𝑚(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚) + 𝑣 '𝜇'𝜇𝑚𝑣𝑚(𝑣𝑛−𝑚 − 𝜇𝑛−𝑚) 

= (−2)𝑚(𝜇𝑛−𝑚 − 𝑣𝑛−𝑚)(𝜇'𝑣 ' − 𝑣 '𝜇') 

= (−2)𝑚3𝐽𝑛−𝑚(𝐽𝐿𝑄0 + 5 + 6𝜉 − 𝐽𝐿𝑄0 − 5 + 6𝜉)(1 + 𝜀) 

= (−2)𝑚3𝐽𝑛−𝑚12𝜉(1 + 𝜀) 

= 36(−2)𝑚𝜉𝐽𝑛−𝑚(1 + 𝜀). 
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