T.C.
KASTAMONU UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KEYFI E(‘;iMLj ZAMANA GORE HARMONIK BiR KUVVETIN
UYGULANDIGI COK KATMANLI PLAKA-SERITIN DINAMIK
DAVRANISININ SONLU ELEMANLAR ANALIZI

Numan Tugrul ERTUGRUL

Damisman Dr. Ogr. Uyesi Ahmet DASDEMIR

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Serkan ISLAK

Jiiri Uyesi Dr. Ogr. Uyesi Metin ZEYVELI
YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

KASTAMONU - 2019



TEZ ONAYI

Numan Tugrul ERTUGRUL tarafindan hazirlanan " Keyfi Egimli Zamana Gore
Harmonik Bir Kuvvetin Uygulandigi Cok Katmanh Plaka-Seritin Dinamik
Davranismin Sonlu Elemanlar Analizi " adli tez ¢alismasi asagidaki jiiri tyeleri

éniinde savunulmus ve oy birligi ile Kastamonu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal’nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Danisman Dr. Ogr. Uyesi Ahmet DASDEMIR
Kastamonu Universitesi

Juri Uyesi Dog. Dr. Serkan ISLAK g ».

Kastamonu Universitesi

Jiiri Uyesi Dr. Ogr. Uyesi Metin ZEYVELI
Karabiik Universitesi

18/01/2019

Enstitii Miidira Prof. Dr. Hasbi YAPRAK




TAAHHUTNAME

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu
calismada bana ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagma eksiksiz atif
yapildigm bildirir ve taahhiit ederim.

il



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KEYFi EGIMLI ZAMANA GORE HARMONIK BiR KUVVETIN
UYGULANDIGI COK KATMANLI PLAKA-SERITIN DINAMIK
DAVRANISININ SONLU ELEMANLAR ANALIZi

Numan Tugrul ERTUGRUL

Kastamonu Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Ahmet DASDEMIR

Bu tez ¢alismasinda, “Dasdemir, A. (2017): Effect of initial stress on the dynamic
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incelenmistir.
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altindaki ongerilmeli ¢ok katmanli bir plaka seridinin zorlanmus titresim problemi igin
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boyutlu dogrusallastirilmis elastik dalga yayilimi teorisi (OGODYUT) uygulanarak
pargali homojen cisim modeli ¢ergevesinde yapilmistir. Bu kapsamda diizlem
zorlanma durumunda bir matematiksel modelleme sunuluyor. Katmanlar arasindaki
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Abstract: In this thesis, a dynamical stress field problem presented in the paper titled
“Dasdemir, A. (2017): Effect of initial stress on the dynamic response of a multi-
layered plate-strip subjected to an arbitrary inclined time-harmonic force, Int. J. of
Applied Mechanics and Engineering, vol.22, No.3, pp.521-537” is investigated in
detailed.

A mathematical model for a forced vibration problem in a pre-stressed multi-layered
plate-strip, which rests on a rigid foundation, subjected to an arbitrary inclined time-
harmonic force is investigated in detailed. The investigation is carried out within the
framework of the piecewise homogeneous body model with the use of the three-
dimensional linearized theory of elastic waves in initially stressed bodies
(TLTEWISB). In this scope, mathematical modelling is presented in plane strain state.
It is assumed that there exists the complete contact interaction at the interface between
the layers and the materials of the layer are linearly elastic, homogeneous and
isotropic. The governing system of the partial differential equations of motion for the
considered problem is solved approximately by employing the Finite Element Method
(FEM). Further, the influence of the initial stress parameter on the dynamic response
of the plate-strip is presented.
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harmonic force, frequency response, forced vibration.

2019, 50 pages
Science Code: 204



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasi ve tamamlanmasinda biiyiik katkilari olan degerli hocam Sayin
Dr. Ogr. Uyesi Ahmet DASDEMIR (Kastamonu Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Boliimii)’e tesekkiirlerimi borg bilirim.

Her zaman yanimda olan esime ve ogluma gosterdikleri 6zveri ve desteklerinden
dolay1 sonsuz tesekkiir ederim.

Numan Tugrul ERTUGRUL
Kastamonu, Ocak, 2019

Vi



ICINDEKILER

_ Sayfa
OZET ettt b bbbt n e iv
ABSTRACT ..ttt bttt sttt e b be et te et nneenes v
TESEKKUR ...ttt ne st ne sttt s s e sn e Vi
ICINDEKILER ..ottt ettt ettt en sttt vii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI ......ccoooviniiiiiniinees viii
SEKILLER DIZINI.....cooviiiiiiiieecceeeeecee ettt es st en st iX
TABLOLAR DIZINT ..o X
1 GIRIS oottt nns 1
2. TEMEL KAVRAMLAR. ...ttt 5

2.1. Temel Bilgiler ve Formuller............cccooviiiiiiiiiiiiiiiiee e 5

2.2. Smur Deger Problemlerinin Zayif Formiilasyonu...........c.cccooveviiiennenne 8

2.3, EIASHISItE TEOMIST ....cuviviiiiiiiiiiciiisee e 9
2.3.1. GeIIME (. 10
2.3.2. Indis ve VeKtSr NOtASYONU .......c.cvveivivereiiiscreieieseseecsesesesssssesesenas 13
2.3.3. Gerilmeler ve Bunlarin Yer Degistirmeler ile Olan iliskisi............. 19
2.3.4. Rotasyon ve Kesme Zorlanmast ........cccocvereiiiieenienieeiie e 22
2.3.5. Gerilim-Gerinim IisKileri.........cccovevrieeeeeeee e, 25
2.3.6. Lame Sabitleri.......cccoiiuiiiiiiiieiiiieeee e 26
3. PROBLEM VE MATEMATIKSEL YAKLASIM.......ccccoceieieeeeeeeee e, 28
3.1. Problemin OluSturulmast..........c.cereriiiieiiiriieenie e e 28
3.2. COZUM ProSedilirt ......cccovveiiiie e 30
4. SAYISAL BULGULAR VE TARTISMALAR ....cccooiiiiiiiieceee e 35
N N I N SRS 47
OZGECMIS .ot 50

vii



SEY
TLTEWISB

u
u, (u,)
o
0.

ij

0]
&
n
Al

(r)
pr

ij
(r)

SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Plaka seridinin uzunlugu

k ’inci elemanin i -inci diigiimiiniin OX, (OX, ) yoniindeki yer
degistirmesi

Toplam enerji fonksiyonelinin bilineer kismi1

r’inci katman malzemesinde dalga genisleme hizi

r’inci katman malzemesinde enine dalga hizi

Cismin kapladig1 alani

r’inci katman malzemesinin kapladig: alan

r’inci katmanin Young modiilii

r’inci ve r+1’inci katmanlarin Young modiillerinin orani
Kuvvet vektorii

Cismin yiiksekligi

Toplam enerji fonksiyoneli

Katilik matrisi

Kareleri ve birinci dereceden kismi diferansiyellerinin
Lebesque anlaminda integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi
Toplam enerji fonksiyonelinin dogrusal kismi

Sonlu eleman {izerindeki diigiim say1s1

Kiitle matrisi

Sekil fonksiyonu

Noktasal kuvvetin sayisal degeri

Katman sayis1

Sonlu elemanlar yontemi

Ongerilmeli cisimlerde ii¢ boyutlu dogrusallastiriims elastik
dalga teorisi

Bilinmeyen yer degistirmelerin vektori

Yer degistirme vektoriiniin Ox,(OX,) yoniinde bilesenleri
Uygulanan kuvvetin agisi

Kronecker sembolii

Dirac-delta fonksiyonu

Zorlanma tensoriiniin bilesenleri

r’inci katmandaki baslangi¢ gerilme parametresi
Lame sabitleri

r’inci katmanin yogunlugu

Gerilme tensoriiniin bilesenleri

Katmanlardaki baslangi¢ gerilmesi

D1s kuvvetin frekansi
Boyutsuz frekans
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Tablo 4.1. Malzemelerin Mekanik Sabitleri



1. GIRIS

Elastik kat1 malzemeler mekanik ve termal yiikler gibi dis kuvvet uygulandiginda sekil
degisikligine ugramakta ve uygulanan kuvvet kaldirildiginda ilk sekline geri
donmektedir. Cisimlerdeki sekil degisiklikleri gerilme ve yer degistirme bilesenleri
cinsinden ele alinmaktadir. Dalga yayilimlari, sonlu sekil degistirme teorileri veya
stirtiinme teorisi gibi uygulamali bilimler ve miihendislik alanlarinin hemen hemen
hepsinde bu konuyla ilgili problemlere rastlamak miimkiindiir. Buna bagli olarak, pek

cok aragtirmaci “katilarda sekil degisiklikleri” konusuna yogun ilgi géstermektedir.

Gilintimiizde baslangi¢ gerilmeleriyle ilgili incelenmis birgok problem bulunmaktadir.
Omegin, Zamanov ii¢ boyutlu siirekli ortam mekaniginin denklemlerini ve kavisli
yapilara sahip dikdortgen kompozit plakanin zorlanmis titresimlerine dayanan bir
problemi modellemek icin stireklilik teorisini ve siireklilik mekaniginin ii¢ boyutlu
denklemlerini kullanmistir. Bu problemi ¢6zmek i¢in Yar1 Analitik Sonlu Elemanlar
Yontemini kullanmustir [13]. Akbarov ve Ozaydin OGODYUT nin bir uygulamasi
olarak on gerilmeli tabakali ortamlarin zamana goére harmonik gerilme dagilimin
incelemislerdir [14]. Akbarov ve Ozaydin iist yiizeyine zamana gore harmonik
noktasal bir kuvvet uygulanan baslangi¢ gerilmesine sahip bir yarim uzay1 géz ontinde
bulundurarak Lamb problemi olarak adlandirilan ara yiizeydeki normal ve kesme
gerilmelerin degisimini incelemislerdir [15]. Nayak vd. Reddy'mnin yiiksek mertebe
teorisine dayanan kompozit sandvi¢ plakalarin serbest titresim analizini
incelemislerdir [16]. Guz baslangic gerilmeli katilarda yayilan 3 boyutlu
dogrusallastirilmis elastik dalgalar teorisinde elde edilen sonuglari derlemislerdir [17].
Emiroglu vd. zamanla harmonik olarak degisen normal bir nokta kuvvetine maruz
kalan bir tabaka ile kaplanmig yarim uzay i¢in Lamb probleminin ¢ézlimiinii bulmak
i¢in yeni bir yaklasim gelistirmisler [18]. Giiler ve Akbarov onceden gerilmis bir
tabaka ile kapli yarim diizlem katmanin serbest yiizeyine uygulanan periyodik bir
dinamik (harmonik) ¢izgisel yiikiin etkisini incelemislerdir [19]. Zhuk ve Guz
ongerilmeli nano kompozitlerde elastik dalgalarin yayilmasini incelemek i¢in kati
mekanigin uygulanip uygulanmadigini arastirmiglardir [20]. Zhuk ve Guz bazi nano

kompozitlerde tabakalarin kalinlik oranlar1 oldugu, dalga hizlarimin baslangic



gerilimlerinden bagimsiz oldugu ve baslangic¢ gerilimi olmayan kompozitlerdeki ilgili
dalga hizlarina esit oldugu sonuclarina ulastilar [21]. Akbarov dalga yayilimi ve
dinamik zaman-harmonik gerilim durumu problemleri {izerine yapilan arastirmalari
ayr1 ayr1 incelemistir [22]. Akbarov ve Giiler zamana gore harmonik olan ag¢ili
kuvvetin tesiri altindaki 6n gerilmeli tabakayla kapli bir yarim uzaydaki gerilme alan
problemini incelemislerdir [23]. Pandit vd. yumusak sikistirilabilir ¢ekirdekli sandvig
plakalarin burkulma analizi i¢in kiibik zikzak teorisini gelistirmislerdir [24]. Cilli ve
Oztiirk ¢ok katmanl bilesik silindirlerde burulma dalgalarmin yayilmast igin bir analiz
sunmuslardir [25]. Kepgeler iki maddeli birlesik silindir malzemelerin ara yiizlerindeki
o6n gerilme olmayan durumlarda ortaya c¢ikan problemler iizerine bir g¢alisma
yapmislardir [26]. Zamanov ve Agasiyev sonlu baslangi¢ sekil degisiklikleri olan
sikigtirilabilir malzemelerden yapilmis ii¢ katmanli bir plakada Lamb dalgalarinin
yayilma problemlerini incelemislerdir [27]. Wen-tao vd. igi bos silindir malzemelerin
radyal yiizeylerine uygulanan ilk basinglarin etkisini incelemislerdir [31]. Ipek ¢ift
tabakali i¢i bos dairesel silindirdeki biikiilme dalgalarinin dagilimini aragtirmistir [32].
Dagdemir tam olmayan temas kosullarinin sandvig plaka seridin pargali homojen cisim
modeli kapsaminda frekans tepkisi tizerindeki etkisine yonelik matematiksel bir model
gelistirmis ve bu sayede sonlu elemanlar yontemi (SEY) uygulamak suretiyle sayisal

bir ¢6ziim tretmistir [34].

Katmanl: elastik sistemler dinamiginde dogrusal olmayan etkilerle ilgili problemler,
birgok parametreye bagli olarak dnemli 6l¢giide degisiklik gostermektedir. S6z konusu
parametrelerden ikisi sunlardir: (a) incelenen cismin frekans tepkisi, (b) dis dinamik
kuvvet uygulanmadan 6nce cismin katmanlarinda var olan sabit baslangi¢ gerilmeleri.
(a) da bahsedilen parametre, sistemin dinamik davranisinin en belirleyici
ozelliklerinden biridir. Ornegin cisme uygulanan kuvvet nedeniyle meydana gelen
titresimler bazi 6zel durumlarda incelenen sistemin dagilmasina ya da pargcalanmasina
yol acabilir. Uygulanan kuvvetin bu sayisal degerlerine rezonans degerleri
denilmektedir. (b) parametresinde so6zii edilen cismin katmanlarinda meydana gelen
baslangi¢ gerilmeleri teknolojik kosullara veya ortam sicakligina bagl olarak meydana
gelebilir. Burada, baslangi¢ gerilmeleri dogrusal olmayan etki gosterdiginden, ¢ok
katmanli bir cismin dinamik davranisi iizerine onun etkisi klasik dogrusal

elastodinamik teorisinin ¢alisma prensiplerine gore incelenemez. Buna karsilik, On



Gerilmeli Ortamlarda Dalga Yayilimmin Ug¢ Boyutlu Dogrusallastirilmis Teorisi-
OGODYUT (Three Dimensional Linearized Theory of Elastic Waves in Initially
Stressed Bodies-TLTEWISB) kapsaminda arastirmalar yapmak miimkiindiir. Ancak
bu incemeler iki temel varsayima dayanmaktadir. Bu varsayimlar su sekilde

Ozetlenebilir:
(1) Uygulanan 6n gerilme kuvveti tamamen homojen ve statik 6zelliktedir;

(i)  On gerilmeli cisme uygulanan ilave dinamik kuvvetin biiyiikliigii, baslangic

gerilme kuvvetinkinden énemli 6l¢lide daha kiigiiktiir.

Gilintimiizde bu konu kapsaminda yazilmis birgok kitap vardir. Daha detayl1 bilgi i¢in
[2,3,5,6,8,12]’deki temel eserler incelenebilir. Bu ¢alismalarda baslangic
gerilmelerinin ¢ok katmanli sisteme etkisi hakkinda genis kapsamli bilgiler
sunulmaktadir. Giiniimiizde yukarida bahsedilen problem parametrelerinin etkisinin
0zel olarak incelendigi bir¢ok ¢alisma vardir. Dahasi bu alanda incelenebilecek birgok
problem mevcuttur. Akbarov vd. rijit zemin {izerinde oturan sonlu uzunluklu &n
gerilmeli iki katmanli plakadaki zamana gore harmonik gerilme alan problemini
incelemislerdir [28]. Akbarov vd. rijit zemin iizerinde oturan sonlu uzunluklu 6n
gerilmeli tek katmanli serit plakanin frekans tepkisini incelemislerdir [29]. Er6z keyfi
egime sahip olan zamana gore harmonik dis kuvvetin etkisi altinda olan ve rijit zemin
tizerine oturmus sonlu uzunluklu 6n gerilmeli serit plakanin davranisi {lizerine
baslangic gerilmesinin etkisini incelemistir [30]. Dagdemir ve Eroz [33]’te yapilan
caligmada sadece baslangic gerilmesi kuvvetini sadece germe durumu igin
incelemisler; fakat basing durumu igin incelememislerdir. Bu eksikligi gidermek igin
[35]’te Dasdemir ayni problemi baslangi¢c gerilmesinin basing kuvveti olarak
uygulandig1 varsayimi altinda incelemis ve [33]’te elde edilen sayisal sonuglarla

karsilastirmali bir analiz sunmustur.

Biz bu tez ¢alismasinda [36]’da Dasdemir tarafindan sunulan ve [28-30,33,35]’te
incelenen problemlerin en genel hali olan problemin daha detayli bir analizini
sunacagiz. Bu caligmaya kadar incelenen problemleri genellestirmek icin [36]’da

Dasdemir elastik malzemelerden olusan, rijit zemin {izerinde duran 6n gerilmeli ¢ok



katmanli plaka-seridinde zamana goére harmonik bir dis kuvvetin uygulanmasi
nedeniyle olusan titresim problemini inceleyecegiz. Dasdemir tarafindan incelenen
problemin matematiksel modeli OGODYUT’nin temel prensiplerine gére pargali
homojen cisim modeli kapsaminda olusturulacak ve sonlu elemanlar yéntemi (SEY)
kullanilarak incelenen problemin yaklasik ¢oziimii elde edilecektir. Problemin
icerisinde bulunan bazi 6zel parametrelerin goz oniline alinan cismin frekans tepkisi
iizerine etkisi incelenecektir. Ozellikle de cismin baslangic gerilmesi (basma ya da
¢ekme) kuvvetinin cismin rezonans degerlerine olan etkisi incelenecektir. Bu
calismada cismi olusturan katmanlar arasinda ve cisim ile rijit zemin arasinda tam

bagli olma kosulunun oldugu varsayilmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bu ¢alismay1 kapsayan konularla alakali bazi temel bilgiler verilecektir.

2.1. Temel Bilgiler ve Formiiller

Matematik ile miihendislik bilimleri arasindaki iliskiler matematik modelleme ve
bunlarin ¢6ziim teknikleri araciligiyla kurulur. Bu modeller i¢in temel olarak fiziksel
olaylarin uyumlulugu 6nemlidir. Incelenen fiziksel olaylar genellikle diferansiyel

denklemlerden olusan sinir deger problemleri veya integral problemleridir.

Bahsedilen problemleri ¢6zmek i¢in mevcut literatiirde birgok ¢6ziim teknigi vardir.
Coziim tekniklerinin en dnemlilerinden biri hi¢ kuskusuz ki varyasyonel analizdir. Bu
metot; giris verileri lizerine konulan siireklilik ve diferansiyellenebilirlik kosullari
acisindan digerleri ile karsilastirildiginda, daha genis ve uygulamalar agisindan daha
onemli problemler sinifina hitap eder. Fiziksel olaylar1 ifade eden matematiksel
denklemleri klasik yontemlerle ¢6zmek miimkiin olmayabilir. Béyle durumlarda,
nliimerik metotlar kullanilmaktadir. Bu yaklasik ¢6ziim metotlar1 aranilan ¢éziimiin

bulunmasinda alternatif yontemler sunar.

Yukarida bahsedilen yontemlere 6rnek olarak Ritz, Galerkin, En Kiigiik Kareler
metodu, Kollokasyon veya Sonlu Elemanlar Yontemi verilebilir. Diferansiyel
denklemlerle alakali matematik modellerin ayrik benzesiklerinin olusturulmasi ve elde
edilen ayrik problemin dijital ortamda ¢6ziimlenmesi agisindan en genis ve evrensel
yontem, sonlu elemanlar yontemi (SEY)’dir. Bu yontemin klasik sonlu farklar
yonteminden en temel farki, bunun sinir deger problemini degil, varyasyonel problemi
temel almasidir. Sonlu Elemanlar Yontemi (Finite Element Method) ilk kez 1956
yilinda ugak govdelerinin gerilme analizi i¢in gelistirilmis olup, daha sonraki on yil
icerisinde uygulamali bilimler ve miihendislik problemlerinin ¢dzliimiinde de
kullanilmaya baslanmistir. Daha sonraki yillarda da bu metot ve bu metodun ¢6ziim
teknikleri hizli bir sekilde gelistirilmis ve giintimiizde birgok miihendislik probleminin
¢oziimil i¢in kullanilan en kullanishi metotlardan birisi haline gelmistir. SEY

varyasyonel hesaba dayanan yaklasik ¢6ziim bulma metodudur. SEY yaklasik



cozlimlerin 6zel fonksiyonlar yardimiyla elde edilmesi i¢in sistematik bir yontem
saglar. Bu yoniiyle varyasyonel metotlardaki en kullanigli metot yaklasik ¢oziim
metodudur. SEY 1970’li yillarda Farah ve arkadaslarimin yaptiklar1 arastirma ile

baslamis, son 20 yildir da implant, tedavi ve protez alanlarinda da kullanilmistir.

Sonlu elemanlar yontemini diger metotlara gore {istiin kilan iki basit 6zellik vardir.
Birincisi; sorunun karmasik geometrik tanim bolgesini, basit alt bolgeler ile temsil
edilmesini saglamasidir. Ikincisi; siirekli herhangi fonksiyonun cebirsel polinomlarin
lineer kombinasyonu biciminde yazilabilecegi gergegi kullanilarak her bir sonlu
eleman iizerinde yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun elde edilmesidir. Boylece, sonlu
elemanlar yontemi varyasyonel metotlarin parcali bir uygulamasi olarak

yorumlanabilir.

Sonlu elemanlar yontemindeki temel mantik, karmasik bir problemi basite
indirgeyerek coziime gotiirmektir. Bu yontemde ¢6ziim bolgesi, ¢cok sayida, basit,
kiiciik, birbirine bagli, sonlu eleman adi verilen alt bolgelere ayrilmaktadir. Bu alt
bolgelerde smirlar ortaktir. Kesisim yerleri sadece simirdir. I¢ bolgelerin kesisimi ise
bos kiimedir. Alt bolgelerin birlesimi tiim bolgeyi verir. Kisacasi birbirine ¢ok sayida
diiglim noktalariyla baglanmis parcalara ayrilan problemin ¢oziimii kolay bir sekilde
yapilabilmektedir. [4,7,10,11]’de verilen temel kitaplar SEY ile ilgili kapsamli bir

inceleme sunmaktadir.

Cogu analizin amaci belirli bir alan veya bdlgede belirli bir diferansiyel denklem
kiimesini ve alan sinirinda bazi sinir kosullarini saglayan bagimli degiskenler olarak
adlandirilan bilinmeyen islevleri belirlemektedir. Bir etki bolgesi, uzaydaki noktalarin
bir toplamidir ve &zelligi P ’nin bolgenin bir noktasi olmast durumunda P ’ye
yeterince yakin tiim noktalar bolgeye aittir. Bu tanimlama, bir alanin yalnizca igsel
noktalardan olustugunu ifade eder. Bolgenin herhangi bir iki noktasi, onun iginde
kalacak sekilde bir ¢izgi ile birlestirilebiliyorsa, bu bolgeye disbiikey veya konveks
denir. Herhangi bir bolgenin belirtilmesi igin € simgesi ve sinirin1 belirtmek igin T
simgesi kullanilir. Bu belirtilen simgeler Sekil 2.1°de goriilebilir. Cok degiskenli bir

fonksiyonun m. mertebe de i¢inde olmak tizere ilk m mertebeden kismi tiirevleri varsa

ve Q bolgesinde siirekli iseler bu ¢cok degiskenli fonksiyona Q bolgesi iizerinde C"
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Sekil 2.1. Bolge ve sinir

( Q) smifindadir denir. Boylelikle f , iki boyutta C° smifinda ise sadece f
stireklidir. Baz1 durumlarda of /0x ve of /0y kismi tiirevleri olabilir ama siirekli

olmayabilir.

Bir diferansiyel denklemde sayet bagimli degisken ve onun bagimsiz degiskenlere
gore olasi tiirevleri sinirda 6zel degerler aliyorsa bu tiir denklemlere siir deger
problemi denir. Benzer durumda bagimli degisken ve onun olas1 tiirevleri baslangicta
(6rnegin t =0 zamaninda) ifade ediliyorsa bu tiir problemlere de baslangic deger

problemi denir.

Kismi integrasyon formiilii siklikla  diferansiyel denklemlerin  integral
formiilasyonunda kullanilir. Bu formiil bir boyutlu denklemler i¢in kolaylikla
uygulanabilir. Fakat iki boyutlu durumda kismi integrasyon formiilii gradiyent, Stokes
ve diverjans teoremleri vasitasiyla uygulamaya koyulur. u, v ve W fonksiyonlar1 X
koordinatina gore yeterince tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun. O zaman kismi

integrasyon formiilii diye adlandirilan asagidaki denklem bir boyutlu denklemler i¢in

ortaya ¢ikar [11]:

b 4y b b b

[ w=—dx =-[ vdw+[vw]| =-[ vdw+v(b)w(b) - v(a)w(a) (2.1)
a OX a a a



2.2. Siir Deger Problemlerinin Zayif Formiilasyonu

Sinir deger problemlerinin integral formiilasyonlari i¢in Ritz, Galerkin, en kiigiik
kareler, kollokasyon veya agirlikli kalan metotlar1 gibi varyasyonel yaklasim metotlar1
temel alinir. Sonlu elemanlar yontemi, herhangi bir varyasyonel yontemin eleman-
bazli bir uygulamasinda gerekli olan yaklasik fonksiyonlarini olusturmak igin
kullanilan bir teknik oldugundan, agirlikli-integral formiilasyonu ve diferansiyel
denklemlerin zayif formiilasyonunu bilmek gereklidir. Ilaveten, zayif formiilasyonlar,
dogal olarak, sinir kosullarinin dogal ve temel sinir kosullarina siniflandirilmasini da
kolaylagtirir, bu da yaklasik fonksiyonlarinin tiirevlenmesinde ve sonlu eleman
modelinin diigiim serbestlik derecelerinin se¢iminde ¢ok 6nemli bir rol oynar. Birincil
hedefimiz verilen diferansiyel denklemin zayif formunu olusturmak ve denklemle
iligkili sinir kosullarini siniflandirmak olacaktir. Zayif form, tiirevin bagimli degisken
ve agirlik fonksiyonu arasinda dagitildigi ve problemin dogal sinir kosullarini icerdigi
diferansiyel denklemin agirlikli-integral bir ifadesidir.

Diferansiyel denklem problemi:

O<x<L i¢in -i[a(x)d—u]zq(x) (2.2)
dx dx

Sinir kosullarina bagli olarak u(X) ¢6ziimii igin,

du

u@)=u,, (a d—) | =Q (2.3)
X x=L

Burada a ve , X koordinatinin bilinen fonksiyonlaridir, u, ve Q, bilinen

degerlerdir ve L bir boyutlu alanin uzunlugudur. Alanin uzunlugu L ile birlikte a ve

q fonksiyonlari, u, ve Q,sabitleri problemin verisidir. C6ziim U , problemin bagimh
degiskenidir. Belirtilen degerler sifirdan farkli oldugunda (u, # 0 veya Q, # 0 ), sinir

kosullarinin homojen olmadigi sdylenir; belirtilen degerler sifir oldugunda, sinir

kosullarnin homojen oldugu sdylenir. Sinir kosulu (u(0) =u,) ’in homojen formu
u@=0 ‘dir ve smir kosulu (adu/dx)|,, =Q, 'm homojen formu

(adu/ dx)|X:L = (0 ’dir. Denklemi somutlastirirsak  1s1 iiretim terimini, U, belirtilen



sicakliktir ve Q, belirtilen 1s1y1 ifade eder. Diger fiziksel problemler de ayn1 denklem

ile tanimlanir, ancak degiskenler i¢in farkli anlamlar1 vardir. Sayet varsa, zayif formun

gelismesinde, herhangi bir diferansiyel denklemin {i¢ adimi1 vardir.

Birinci adimda diferansiyel denklemin tiim ifadeleri bir tarafa toplanir, elde edilen tiim
denklemi w ile gosterilen ve agirlik fonksiyonu olarak adlandirilan bir fonksiyon ile
carpilir ve bir (2 bolgesi tizerinde integrali alinir. Bu son ifadeyi, agirlikli-integral ya
da agirlikli kalan olarak adlandiracagiz. W agirlik fonksiyonu sifirdan farkli herhangi

integrallenebilir bir fonksiyon olarak se¢ilebilir.

Ikinci adimda belirlenmesi gereken u fonksiyonu yerine

u~U = Y66, () +4(x) (2.9
j=1

seklinde U yaklasik ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilir. Daha sonra integral
ifadesinde yerine yazilir ve kismi integrasyon formiilii kullanilarak U fonksiyonunda
ki tiirevlerin bir kism1 W agirlik fonksiyonuna aktarilir. Bu sayede, bagimli degiskenin
daha zayif (yani daha az) siirekliligine ihtiya¢ duyulur ve genellikle katsayilarda

simetrik bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Zayif formiilasyonun {igiincli ve son adimi, sdz konusu problemin mevcut sinir

kosullarini kismi integrasyondan sonra elde edilen ifadeye uygulanmasidir [11].

2.3. Elastisite Teorisi

Elastisite konusu, uygulanan mekanik veya termal yiiklerin bir sonucu olarak
cisimdeki gerilmelerin ve yer degistirme durumlarinin belirlenmesi ile ilgilidir. Burada
cismin yiiklerin ya da kuvvetlerin kaldirilmasiyla orijinal haline geri donecegi
unutulmamalidir. Bu ¢aligmada, gerilmelerin ve yer degistirmelerin uygulanan yiikler
ile dogrusal olarak orantili oldugu ve yer degistirmelerin cismin karakteristik uzunluk
Olctilerine gore daha kii¢iik oldugu dogrusal sonsuz esneklik durumu goz Oniine
alinacaktir. Bu kisitlamalar, dogrusal siiper pozisyonun kullanilabilmesini ve dogrusal

olmayan problemler i¢in mevcut olmayan doniisiim teknikleri ve bir¢ok seriler dizisi



olusturabilmemizi saglamaktadir. Pek ¢ok miihendis ilk olarak, cogu lisans
mithendislik miifredatinin 6nemli bir bileseni olan Malzemeler Mekanigi olarak
bilinen ders kapsaminda bu tiir problemlerle karsilasmaktadir. Malzemeler Mekanigi,
analizler sirasinda sekil degistirme siireciyle ilgili ¢esitli makul ama dogrulanmamis
varsayimlar olmasi bakimindan Elastisiteden farklilik gostermektedir. Tipik bir 6rnek
olarak, kesit diizlemlerinin ince bir kirisin egilmesinde diizlemde kaldig1 varsayimi
gosterilebilir. Elastisite boyle varsayimlarda bulunmaz, ancak Newton'un hareket
yasalar, Oklid geometrisi ve Hooke yasalarmn ilk prensiplerinden faydalanarak
dogrudan ve titiz bir sekilde ¢oziim gelistirmeye calisir. Yaklasimlar genellikle
¢Oziimiin sonuna dogru sunulur; ancak bunlar, izin verilen deformasyon alaninda
yapay ve kesinlikle gereksiz kisitlamalar getiren fiziksel yaklasimlardan ziyade,
hareket denklemlerinin ¢oOziimlerini elde etmek i¢in kullanilan matematiksel
yaklasimlardir. Fakat her iki uygulayicinin digerinden 6grenecekleri ¢ok sey oldugu
icin, iki yaklagim arasinda bir ayrim yapmak ¢ok yanlis olur. Ote yandan, Elastisitenin
matematiksel karsilig1 sonuclara gore bize daha fazla giiven verir, ¢iinkii yaklasik bir
¢oziime bagvurmak zorunda kalsak bile, genellikle Malzemeler Mekaniginde
kullanilan fiziksel yaklagimlar ile yapilmasi ¢ok zor olan bazi seylerin dogrulugunu

tahmin edebiliriz [9].

2.3.1. Gerilme

Gerilme bilesenleri, tiimiiyle uygun yeterlilige sahip o sembolii ile gosterilecektir.
[lk indis hareketin etki ettigi yiizeyin normal vektdriiniin yoniinii ve ikinci indis ise
gerilme bileseninin yoniinii ifade eder. Bu notasyon, kartezyen koordinat sistemi

Oxyz igin Sekil 2.2'de gosterilmistir.

Bu gosterimin bir sonucu olarak normal (yani, ¢ekme ve basma) gerilmelerin her

ikisinin de ayni indislere (yani sekil 2.2 de o, , o

w + O ) sahip oldugu ve gerilme

sirasinda  pozitif olduguna dikkat edilmelidir. Sekil 2.2' deki (yani

O.

zy’o-

X!

Oy Oy Oy o,,) geriye kalan alt1 gerilme bilesenti, iki farkl indise sahiptir
ve bunlar kesme gerilmeleridir. Malzemelerin Mekanigi ile ilgili kitaplarda normal

gerilme i¢in o simgesi tercih edilirken, kesme gerilmesi i¢in farkli bir sembol

10
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Sekil 2.2. Gerilme bilesenleri i¢in notasyon

kullanir. Ancak indisler; normal gerilme bilesenlerinden kesme gerilme bilesenlerini
ayirmamizi sagladigindan, farkli bir sembol kullanmaya gerek yoktur. Bununla birlikte
uygun indislere sahip tek bir semboliin kullaniminin; birgok tiiretme icerisinde matris
yontemlerinin kullanilmasinit saglayacagini, ayrica genel sonuglar kapsaminda
notasyon igerisinde hatir1 sayilir derecede bir tasarruf yansitacagi hususuna ulasiriz.

Sekil 2.2°deki blogu etkileyen momentler dengesi sunu gerektirir:

Oy =0y O, =0, Ve 0, =0, (2.5)
Ug boyutlu problemlerde her yiizey iizerinde iki kesme gerilme bileseni ve bir normal
gerilme bileseni mevcut oldugu unutulmamalidir. Belirli bir diizlem {izerindeki iki
kesme gerilmesinin yine diizlem iizerindeki iki boyutlu vektor ile birlestirilmesinin
uygun oldugu birtakim durumlar vardir. Diizlem {iizerinde elde edilen kesme
gerilmesine bakmak buna 6rnek olarak gosterilebilmektedir. Bu durumun faydali

olabilecegi bir baglangi¢ asamasi durumu olarak, enine kesme kuvvetinden dolayi kiris

enkesiti tizerinde kesme gerilmesinin dagilimini belirlemede yasanan Malzemelerin

11
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Sekil 2.3. Kutupsal koordinatlardaki gerilme bilesenleri

Mekanik Davranislar: sorunu gosterilebilir. Bu durum dahilinde, diizlem iizerinde elde
edilen kesme gerilmesinin; esik noktaya gore normal olan bilesen i¢in tamamlayici
kesme gerilmesinin, kirisin ¢ekme giici olmayan bir yiizeyi etkilemesinden ve bu
dogrultuda “sifir” olarak alinmas1 gerektiginden, enkesit sinirindaki esik noktaya teget
gecmesi gerektigini fark ediyoruz. Tabi ki bu da ince duvarh bir kesit igerisinde
bulunan kesme gerilmesinin, duvar yoniinii takip etmeye neden meyilli oldugunu
gostermektedir. Bir diizlemin normali X yoniinde oldugunda, bu diizleme X diizlemi
diyecegiz. X diizlemi lizerinde sadece ilk alt indisi X olan gerilme dgeleri mevcuttur.

Bu kisimda; sinirlarin, koordinat eksenlerine paralel oldugu problemler igerisinde,
sinir  kosullarint dogru sekilde tanimlamak adina faydali bir formalizm
onermektedir. {1k olarak, kat1 cismin sinirlarini tanimlayan denklemleri tanimlariz,
ardindan her sinir iizerinde etkisi olarak ii¢ ¢ekis bilesenini yazariz. Ornek olarak,

O<x<a ,0<y<b, 0<z<c esitsizlikleri tizerinden tanimlanmis dikdortgen
seklinde bir kati cismimizin oldugunu varsayalim. y=b yiizeyinin pozitif y-
diizlemi oldugu agiktir, uygun diisen c¢ekme sinir kosullarinin, su gerilme

o, ” — yani, ilk indis olarak *

bilesenlerini igerecegi sonucuna varriz: “o,, ,0,,, 0,

yx !
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y ” barindiran ii¢ bilesen. Bu islem, y=b dahilinde ¢ekme olmamasi durumunda,
o,, , bileseninin sifir olmast gerektigini diisiinenlerin bu hataya diismesini engeller.

(Not: Bu hatanin yapilamayacak kadar bariz oldugunu diislinmeyin, problem
geometrik acidan ya da cebirsel olarak ¢ok karmasik oldugunda, dikkatinizin

dagilmasi kolaylasir).

Gerilme bilesenleri, diger ortogonal koordinat sistemleri ile ayni sekilde
tanimlanabilir. Oregin, Sekil 2.3 ierisinde silindirik kutupsal koordinatlar sisteminin

bilesenleri gosterilmektedir (r, 8 , z).

(Bu; 8=C denklemi iizerinden @ -diizlemi taniminin, ““ £ -yoniine normal diizlem” ile
kiyaslandiginda daha kolay oldugu durumdur. Ancak #-yoniiniin; r-z sabiti ile &

" artirilmast durumunda parganin hareket edecegi yon oldugunu unutmayalim) [9].

2.3.2. Indis ve Vektor Notasyonu

Bir¢ok kaynakta kartezyen koordinat sistemi i¢in X , y, z Yyerine X,, X, , X
notasyonunu kullanir. Bu durumda gerilme bilesenleri o, , o, , vb. seklinde
yazilir (cfXle , Oy kullanimi kesinlikle kullamigsiz olacaktir). Bu notasyon,

“toplama yontemi” ile birlesik olarak 6zel bir avantaja sahiptir; genel sonuglarin
kisa ve diizgiin bir sekilde kullanilmasini saglar. Toplama ydntemi, ayn1 Latince
kokenli indisinin iki kere kullanildigi herhangi bir tabir icerisinde, bu indise
muhtemel degerlerinin her birini vererek alinan terimlerin tamamini temsil eder.
Ornegin o,

asagidaki sekillerde yorumlanir:

i

3
0, = 2 0, =0, 70, t03 (2.6)
i1

N _ Oy Oy | DUy

oxX

(2.7)
0% 0% OX

13



Sekil 2.4. X , y ve X', Yy koordinat sistemleri

Diger yandan bazi sonuglar, vektdor notasyonu igerisinde daha diizgiin sekilde

kullanilir, zira bunun i¢in de pozisyon vektoriinii asagidaki sekilde tanimlayabiliriz:
R=ix+ jy+kz (2.8)
Burada sirasiyla; i , j ,K birim vektorleri X ,y ,z yonlerindedir.

Vektorler; matematiksel anlamda sirali say1 kiimeleri ya da fiziki anlamda biiytikliik ve
yon lizerinden karakterize edilen miktarlarin matematiksel temsili olarak tanimlanabilir.
Daoniigtim kurallari iizerinden bu kavramlar arasinda bir baglant: kurulmustur. Farz edelim
ki belirli bir iki boyutlu kartezyen koordinat sistemi (X , y ) igerisinde U vektorii

bilesenlerini (u, , u, ) biliyoruz ve Sekil 1.3’te gosterildigi lizere saat yoninin tersi

yoniinde € agisma meyilli (X , y ) yeni bir sistem (x" ,y" ) igerisinde bilesenleri (u,, ,

u'y ) belirlemek istiyoruz. Bunun i¢in gerekli bilesenler:

u; =u,cosf+u,siné (2.9)

14



u, =u,cos@d+u,sing (2.10)

Vektori; (2.9)-(2.10) denklemleri gibi kurallar uyarinca diger koordinat
sistemlerine doniisen belirli bir Kartezyen koordinat sistemi igerisindeki
bilesenlerce tanimlanmis bir varlik olarak tanimlayabiliriz. Yani, déniisiim (2.9)-
(2.10) kurallarina bagl hareket eden sirali say1 kiimeleridir. Biiyiiklik ve yon

diistincesi, (i) u; =0 ve (ii) u, >0 olacak sekilde her zaman 6 ’1 segebilecegimiz

hatirlayarak agikliga kavusturulabilir. Uygun diisen yon olarak x' , sonrasinda

ortaya ¢ikan vektoriin yonii iken, bilesen u, ise bunun biiyiikligi olur.

(2.5) denkleminde, indis sirasinin etkisiz oldugunu gérmemize ragmen, su anda
gerilimler, ilgili iki koordinat yoniiniin muhtemel tiim kombinasyonlari ile baglantili

bilesenleri ve iki indisi barindirmaktadir. ( oy gerilim bilesenleri matrisinin her daim

simetrik oldugunun bunu belirtmenin bir diger yoludur). Gerilme bilesenleri; iki
boyutlu durumda Mohr dairesi ile baglantili olan daha karmasik doniisiim kurallari

gerekliliklerini karsilar. Yani;

Oy = 0y, C0S° O+ 0, sin’ 6+ 20, sin O cos O (2.11)
Oy =0y, (c0s* §—sin’ §) +(o,, — 0o, )sinOcos o (2.12)
o,y =0,,C0s* 0+0, sin’ §—20, sinHcos O (2.13)

Vektorlerde oldugu gibi, (2.11)-(2.13) kapsaminda belirtilen kurallara benzer
dogrultuda, belirli bir kartezyen koordinat sistemi igerisinde bilesenler matrisine
sahip olan ve diger benzer koordinat sistemlerine doniisen matematiksel bir varligi
tanimlayabiliriz. Bu nicelikler “ikinci derece Kartezyen tensérleri” olarak

adlandirilir. Mohr dairesinden bildigimiz iizere, € ’1 her daim, Oy =0 gibi bir
dogrultuda segebiliriz ki bu durumda x’, y' yonleri esas yoneltiler olarak, o, ,
o,, bilesenleri ise esas gerilmeler seklinde alinabilir. Buna bagh olarak, ikinci

derece kartezyen sensoriinii karakterize etmenin bir diger yolu da orthogonal esas
yoneltiler veya uygun diisen esas degerler dizini {izerinden tanimlanmis nicelik

kapsaminda olur.
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Vektorlerde oldugu gibi, sergiledigi fiziki niceliklerden matematiksel 6zelliklerin
soyutlanmasi adina pragmatik bir motivasyon olarak, bir¢ok farkl: fiziki niceliklerin
dogal olarak ikinci derece Kartezyen tensorleri seklinde temsil edilmesidir. Gerilme
ve zorlanmanin yani sira, genel anlamda karsimiza ¢ikan 6rneklerden bazilar1 su

sekildedir: kiris enkesit alanimin ikinci momentleri ( I, I, , 1, ) skalar

Xy
fonksiyonunun ikinci kismi tiirevleri (8°f /9°x*; 6 f / oxoy ; 0° f 1 6y*) ve dogrusal
bir elastik sistem i¢in F kuvvetinden dolayr U yer degisimini tanimlayan etki

katsay1 matrisi C;, yani:
u=C.F (2.14)
burada toplama yontemi uygulanmistir.

Bu niceliklerin her birinin (2.11 — 2.13) doniisiim kurallarina uydugunun kanitlanmasi,
oldukga acik bir sekilde yapilabilir. Ornegin, her iki kiris enkesitinin; iki esas ikinci
momentin sirastyla enkesit i¢in maksimum ve minimum degere sahip oldugu noktada,

iki ortogonal esas biikiilme eksenini barindirdigi kuralin1 dogrudan dogruya takip eder.

Mohr dairesinin belli bir noktaya kadar ayri1 tutulmas: ise ilgili olabilecek 6zel bir
tensordiir. Gerilmeler kapsaminda bu; hareketsiz bir sivinin kesme gerilmesini
paylasamamasindan (sivinin; hiz degisimini kesme gerilmesine bagladigina dair temel

yasa) ve buna bagl olarak da tim 6 ’lar i¢in o,,, =0 olmasindan dolayi, hidrostatik

gerilme durumuna uygun hale gelir. Bu kosulu karsilayan tek Mohr dairesi sifir
yaricapli olandir, bundan da direkt olarak tiim yonlerin, esas yonler oldugunu ve esas
degerlerin tiimiiniin esit oldugunu anliyoruz. Sivi ile ilgili olarak, hareketsiz sivi

igerisindeki basincin tiim yonlerde esit olduguna dair iyi bilinen sonuca variyoruz.

Bu sonucu, tensorleri igeren diger sistemler baglaminda ele almak yol gdsterici bir
yontemdir. Ornek olarak, Sekil 2.5’te gosterilen kar enkesiti alanmin ikinci

momentlerini ele alalim. Simetrik agidan O, , O, ’nin esas yonler oldugunu ve iki

esas ikinci momentin de a* /12 ye esit oldugunu biliyoruz. Bunun takibinde ise, Mohr

dairesinin sifir-yaricapa sahip oldugunu ve buna bagl olarak da diger eksenlerdeki
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Sekil 2.5. Kare kiris enkesiti

ikinci momentin a*/12 olmas:1 gerektigini anliyoruz. Yani, kesitin incelenmesi ile

anlasilamayan bir sonug.

fkinci bir rnek vermek gerekirse, Sekil 2.6°da yapilarin birbirine 120° ag1yla egimli
oldugu, P noktasini rijit destege baglayan ii¢c adet ayni fakat keyfi yapilardan

olusan elastik bir sistem gosterilmektedir.

Yapilarin her biri, denklem (2.14) igerisinde oldugu gibi etki fonksiyon matrisi
seklinde aciklanabilir elastik 6zelliklere sahiptir ve genel anlamda yer degisimi U,
kuvvet F ile es dogrusal degildir. Ancak, sistem icin tim etki fonksiyon matrisi,
her biri birbirine 120° agiyla egimli olan ii¢ farkli koordinat sistemi icerisinde ayn1
ozelliklere haizdir, ¢linkii 120° iizerinden ilgili yapinin rotasyonu, sistem iizerinde
herhangi bir degisiklige yol agmaz. 120%lik rotasyon ardindan birbirine esit
bilesenler saglayan tek Mohr dairesi, sifir yaricapa sahip olan dairedir. Bu yiizden

de, Sekil 2.6’daki destek sistemi i¢gin su sonuglara varabiliriz:
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Sekil 2.6. Benzer yapili, simetrik olmayan bilesenlere sahip destek yapisi

(i) P yer degisimi her daim kuvvet F ile ayni yonde olur.

......

Bu iki 6rnek, ortak bir matematiksel yap1 paylasan farkli yapidaki fiziki bir problemin,
inceleme altinda olan problem ile birlikte goz 6ntinde bulundurulmasinin, kimi zaman

avantaj saglanabilecegini gostermektedir.

P parcasinin yer degisimi, P ’nin son ve ilk pozisyon arasindaki farki temsil eden u
vektoriidiir; yani, deformasyon siirecinde P 'nin kat ettigi mesafedir. u bilesenleri,

uygun indisler ile belirtilir: u, , u, , u, ; bu da demek oluyor ki:

y
u=iu, + ju, +ku, (2.15)

Bir cismin deformasyonu, her parcanin yer degisimini bulmamiz durumunda eksiksiz
bir sekilde tanimlanabilir. Ancak, deformasyon kapsaminda dahil olmayan yer
degisimlerin oldugu bir sinif oldugunu unutmayalim (rijit cisim yer degisimleri). Tipik

bir durum olarak, cismin tiim pargalarinin ayn1 yer degistirme slirecinden ge¢mesi
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Sekil 2.7. Tavana asili gubuk

gosterilebilir. Bu isim de tabi ki, rijit cisim yer degisiminin rijit cisim tarafindan

deneyimlenebilecek tek yer degisim sinifi olmasindan gelmektedir [9].

2.3.3. Gerilmeler ve Bunlarin Yer Degistirmeler ile Olan Iliskisi

Gerilme bilesenleri, genel olarak uygun indisler ile birlikte (6rnek: e,, , e,) e semboli

kullanilarak belirtilmektedir. Gerilim durumunda oldugu gibi, kesme
gerilmesinde de 6zel bir sembole ihtiya¢ duyulmaz, ancak bazi ¢alismalarda bu
ifadeler y ile 2 alt indis yardimiyla kullanilmaktadir. Bu tanimin en 6nemli
avantaji ise, kartezyen koordinatlar cinsinden e zorlanma ifadelerin temsil
edilebilmesidir. Bunu, (2.11)-(2.13)’deki denklemlere benzer olarak zorlanma

Ogeleri i¢in doniisiim kurallarini olusturarak gosterecegiz.

Zorlanma kavrami genel olarak cisimde meydana gelen genislemenin orijinal
uzunluga olan orani olarak tanimlanmakta olup, katilar mekaniginin matematik

islemleri kapsaminda kullanilmaktadir. Burada, unutulmamalidir ki bu tanim
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bircok mekanik probleminde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Ancak bu

tanimdan tamamiyla farkli olan bagka tanimlarda vardir.

Sekil 2.7°de, L ile gosterilen orijinal uzunluga ve p ile gdsterilen yogunluga
sahip tavandan asili bir ¢ubuk gosterilmektedir. Kendi agirliginin yiikii altinda

uzunlugunun ne kadar arttiginin bize soruldugunu diisiinelim.

Tavandan gelecek sekilde, X mesafesinde ve P noktasinda o,, ¢ekme gerilmesinin

asagidaki sekilde oldugu kolaylikla gosterilebilir:
O = Pg(L—x) (2.16)
Burada g, yer ¢ekiminden dolay1 ivmelenme olup, Hooke yasasi uyarinca

_ pg(L—x)
XX E (217)

e
yazilabilir. Hatirlanacag: tizere Hooke yasas1 “Bir cismin herhangi bir noktasinda alti
gerilme ogesinin her biri bu noktadaki alti zorlanma égesinin  lineer bir
fonksiyonudur” seklindedir. Ancak zorlanma, ¢ubugun uzunlugu boyunca siirekli
olarak degisir. Bu yilizden zorlanmanin yiiksek oranda sabit olacagi varsayimina
hemen hemen saglayan ¢ubugun ¢ok kiiciik bir parcasini incelersek Malzemeler

Mekaniginin tanimin1 uygulayabiliriz.

X ’e bagh olan u, asagi yonde yer degisimi cinsinden deformasyon tanimlanir ve
Sekil 2.8’de PQ olarak gosterilmis olan X ve X+¢0x arasindaki gubugun pargasini
g6z Oniine alalim. Deformasyonun ardindan PQ , u,(Q) - u,(P) seklinde

genigletilmistir; boylece “Malzemeler Mekanigi” ¢gekme zorlanmasinin lokal degeri su

sekildedir:

— UX(Q)—UX(P) — ux(X+§X)_ux(X) (218)

eXX
OX OX

oX — 0 seklinde limit goz Ontine alinirsa, asagidaki tanima ulagiriz:
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u(P)
I

82 —

Z+0% —— 0
u(Q)
l
Sekil 2.8. Cubugun sonsuz kii¢iik (infinitezimal) parcast
ou,
e, = p» (2.19)

Diger normal zorlanma bilesenleri igin {i¢ boyutlu problemlerde ilgili tanimlar

gelistirilebilir; 6rnegin:

—__ Y . — z
e, = ; e, P~ (2.20)

seklinde yazilabilir. Bu tanimlar1 kullandigimizda Sekil 2.7°deki problemin ne kadar

kolay bir hale doniistiigiinii goriilebilir. Buna bagli olarak da ardindan su sonuca

ulasabiliriz:
aux — pg(L_X) ] (221)
OX E
(2.17)-(2.19)’da ki denklemlerden su sonuca ulasiriz:
_y2
u = PICLx=x7) (2.22)

g 2E
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P K
u‘],(P) ”_1'(0)

Py) O (x+Ox, ¥)

0 pe

Sekil 2.9. Dogru pargasinin segmenti

Burada A; bize gerilme bilgilerini sunan keyfi bir integrasyon sabitidir. Aslinda A,
keyfi bir rijit-cisim yer degisimini temsil eder. Bu durumda, ¢ubugun iist kisminin rijit

tavana takildig1 gercegini kullanmamiz gerekir: yani ¢ubugun iist kisminda u,(0) =0

varsayimi saglanmaktadir. Boylece (2.22) denkleminden A=0 olur [9].

2.3.4. Rotasyon ve Kesme Zorlanmasi

e, 'de goriilen iki alt x indisleri ou, /0x tanimindakilerle ayni oldugunu g6z 6niine
alinirsa, e, kesme zorlanmasi ve ou, /9, , ou, /0, tirevlerinden biri ya da her ikisi

arasinda bir baglant1 olmasi kagimlmazdir. Ik adim olarak, bu tiirevlerin geometrik

yorumlamasini yapalim.

Sekil 2.9 iki ucu y yoniinde yer degistirmis, X ekseni boyunca uzanan ox
uzunluguna sahip PQ parga uzunlugunu gostermektedir. Agikcasi eger
u,(Q)=u,(P) ise, PQ uzunlugu bu yer degistirmelere gore sekil degistirecek ve

degisim acist kiiclik ise, bu degisim su sekilde yazilir:
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B u, (x+0x)—u,(X)

2.23
¢ x (2.23)
Burada pozitif yon saat yoniiniin tersinde olacak sekilde segilmektedir.
o0, — 0 olacak sekilde limit alinirsa, su sonuca ulasiriz:
ou
p=—" (2.24)
OX

Boylece ou, /0,, sekil degisikligi boyunca y eksenine dogru X ekseni yoniindeki

yer degisiklikleri nedeniyle olusan agidir.

Eger PQ, elastik bir katinin yiizeyinde ¢izilen bir ¢izgi ise, ¢ rotasyonunun olusumu,
katinin sekil degistirdigini gostermesi gerekmez. Bu dogrunun doéndiirme islemini,
katiy1 rijit cisim olarak dondiirerek gergeklestirebiliriz. Rijit bir cisim olarak cismi
yer degistirerek ¢izgiyi de yer degistirebiliriz. Bu durumu daha fazla izleyebilmek
icin, Sekil 2.10(a)’da gosterildigi gibi P noktas1 boyunca farkli agilarda birgok ¢izgi

cizilebilecegini diislinebiliriz.

Sayet P noktasinin gevresi, yalnizca lokal rijit-ciSim rotasyonuna maruz kalirsa,
tim dogrular ayn1 a¢1 tizerinden donecek ve sekil 2.10(b)’de gosterildigi sekilde
acilar ayni kalmaya devam edecektir. Ancak, farkli agilar tizerinden farkli
dogrular donerse sekil 2.10(c)’de gosterildigi gibi, cismin deformasyona ugramis
olmast gerekir. Sekil 2.10(c) icerisindeki dogru rotasyonlarinin bagimsiz
olmadigin1 ve birbirlerine olan bagimliliginin dogal olarak, kesme zorlanmasinin

tanimlamasina yol agtigini da unutmamaliyiz.

Simdi X -yoniinde ¢izilmis bir dogru rotasyonu ve ilgili rijit-cisim rotasyonu

arasindaki fark olarak e, kesme zorlanmasini tanimlayalim. Yani o, ’yi

ou ou
o, = g =1 By, Ny (2.25)
OX 2\ ox oy

seklinde tanimlayalim ve benzer sekilde
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(a) () (c)

Sekil 2.10. P noktasindaki dogrularin rotasyonu: (a) Orijinal durum; (b) Rijit-cisim
rotasyonu; (c¢) Rotasyon ve deformasyon

ou
eyz :1 %4__3/ : ezx :l(aUx +%j (226)
2oy oz 2\ 0z ox

tanimlanir. Bu  gekilde tanimlanmis e, ’nin Malzemeler Mekaniginde ve
elastisiteye dair bir¢ok eski kaynakta kullanilan y,, niceliginin yarisi oldugunu

unutmayalim. Zorlanma-yer degistirme bagmtilart kisaca asagidaki sekilde yazilabilir:

- ou;
6, = 1[%+_J] 2.27)
2| ox, " ox

(2.19)-(2.25) denklemlerinin notasyonu ile

#(PQ) =W, +e, (cos’ @—sin” 0) +(e,, —e,)sinfcosf (2.28)
ifadelerini yazabiliriz ve boylece

e,y =#(PQ)—a, (2.29)
olur ki bizim tanimlarimiz iizerinden

2 H; H
e,, =&, (cos”@—sin“0)+(e, —e,)sindcosd (2.30)
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yazabiliriz. Tabi ki bu, zorlanma i¢in koordinat doniisiim bagintilarindan biridir. Benzer
sekilde

€, =€, C0s’ O+e, sin’H+2e sindcosd (2.31)

seklinde yazilabilir. (2.30, 2.31) ile (2.11, 2.12) denklemleri kiyaslanirsa, bu

tamimlar ile birlikte e; zorlanmasinin, ikinci mertebeden kartezyen tensori

oldugunu séyleyebiliriz [9].

2.3.5. Gerilme-Zorlanma Bagintilar:

Temel sabitler olarak E Young modiilii ve v Poisson oranini gz oniine alarak,
izotropik ortam i¢in dogrusal elastik gerilme-zorlanma bagintilarinin gesitli
formlarin1 inceleyelim. Bu kapsamda, deneysel olarak belirlenmis asagidaki

denklemleri gbz Oniine alalim:

6, = —w_n (2.32)

o, =2 _u_ T (2.33)

e, = Ow__w (2.34)

O zaman e, ile o, arasindaki bagntilar ise, doniigiim bagmtilar1 kullanilarak elde

edilebilir. X , y , z ile siraladigimiz {i¢ adet temel yon oldugunu biliyoruz ve bunlarin
o -0 -0 =0 (2.35)

seklinde yazilir. Burada simetriklik nedeniyle
e =e_=e =0 (2.36)

Xy yz X

yazilabilir. Temel yonler ile siralanmig koordinat sistemi kullanilirsa
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e, = (e, —€e,)sindcosd (2.37)

Xy
(2.30)-(2.36) denklemleri yardimiyla

(0, —0,)A+Vv)sindcosd

Y E (2.38)
_ @+ v)O'X,y, '

E
(2.12) ve (2.32)-(2.33) denklemlerinden ise

E

T 20+v) (2:39)

U

tanimlamasini yapabildigimize gore, (2.38)’den denklemin alacagi form son olarak

Oy
e, = (2.40)

Seklindedir [9].
2.3.6. Lamé Sabitleri

Ornegin e, cinsinden o, ’yi ifade edebilmek igin (2.32)-(2.34) denklemlerinin

¢Ozlilmesi genel olarak istenebilir. Coziim rutin olup,

Ev(e, +e, +€
Oy = V(e e, ZZ)+ Ee,, (2.41)
@+v)@-2v) @+v)

veya kisaca
o, =Ae+2ue, (2.42)
denklemlerine ulasilir. Burada;

P Ev _ 2uv
C@+v)(1-2v) (1-2v)

(2.43)
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seklindedir ve

e=e, +e,+e,=¢; =divu (2.44)

dalga genisleme hizi1 olarak bilinir.

(2.40)-(2.42)’deki gerilme-zorlanma denklemleri, asagidaki sekilde indis

notasyonunda daha kisa sekilde yazilabilir:

Oy = 48,05 + 218, (2.45)

Il

Burada 5ij ; 1=] oldugundal , i# j oldugunda ise O olarak tanimlanan
Kronecker deltasidir. 4 ve g sabitleri, Lamé sabitleri olarak bilinir. Young

modiili ve Poisson orant Lamé sabitleri cinsinden

£ #BA+21) (2.46)
(A+u)
et (2.47)
2(1+ )

seklinde yazilabilir [9].
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3. PROBLEM VE MATEMATIKSEL YAKLASIM

Bu boliimde, [36]’da “Dasdemir, A. (2017): Effect of initial stress on the dynamic
response of a multi-layered plate-strip subjected to an arbitrary inclined time-harmonic
force, Int. J. of Applied Mechanics and Engineering, vol.22, No.3, pp.521-537” adli
makalede Dasdemir tarafindan incelenen problemin yapist detayli sunularak onun
sonlu elemanlar yontemi yardimiyla kapsamli ¢éziim prosediirii verilecektir. Not
edelim ki bu ¢aligma boyunca problem niceliklerindeki tekrarli indisler ilizerinden

onlarin muhtemel tiim degerleri lizerinden toplama islemi yapilacaktir.
3.1. Problemin Olusturulmasi

Rijit zemin iizerinde duran 2a uzunluga ve h yiiksekligine sahip ¢ok katmanli on-
gerilmeli bir plaka serit oldugunu diisiinelim. Cismin katmanlar1 dogrusal esneklige

sahip, homojen ve izotropik malzemelerden olusur. Her katmanin yiiksekligi
r=12,...,molmak iizere h'") olarak gosterilir. Sekil 3.1°de goriildiigii iizere, keyfi
egime sahip zamana gore harmonik dogrusal bir yiik, plaka seridin {ist yiizeyinin orta
noktasina uygulanir. X ile gosterilen Kartezyen koordinatlarinin dogal haldeyken, X/

ile gosterilen Lagrange koordinatlari ile ortiistiigii varsayilir. Her bir katman bir digeri
ile birlestirilmeden 6nce, her bir katmanin; ayr1 ayr1 tek-eksenli 6zdes ve homojen
dagilmis normal dis kuvvete tabi tutuldugu unutulmamalidir. Bu; germe ya da
sikigtirma kuvveti olabilir. Buna bagli olarak her katman icerisinde baglangi¢ gerilmesi
olusur. Bu baslangi¢ gerilmeleri, asagidaki kapsamda dogrusal (lineer) elastisite

teorisinin uygulanmasi ile belirlenir:

o0 = q" ve ij =11 icin O'igr)’o =0 (3.1

Buradai; j=1,2, c° rinci katmanda var olan tek baslangig gerilmesidir. Plaka
seridinin ilgili katmanina bagl degerler, “ (I’) ” st indisi ile gosterilir. Ayrica,
baslangi¢ durumu ile ilgili degerler de “0 ilave iist indisi ile gosterilir. Sekil 3.1

m
uyarinca, goz oniine alinan plaka serit, D=| D" alanimu igerir;
r=1
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q;“"’“’:é @) E: 7,40 Il katman
i | | ;
,;::g_'m-_‘;:é g::g”f'm-‘é' (m-1) katman
g o) g, M h
i (m) 1 m.katman

Sekil 3.1. Elastik ¢ok katmanli yap1 ve katmanlarin yiikseklik semasi

D :{(><1,x2):—as><1$a, h® 3xzshﬁ} (3.2)

(3.2) denkleminde, h() = —Z h") notasyonu kullanilmigtir.

Guz [2-3]’e gore, OGODYUT nin hareket denklemleri su sekildedir:
Sri +O-(r)0 ul(;j. p(r)uir ) i; j =1, 2 (3.3)
( )

(3.3) denkleminde, o, dogal durumdaki r’inci malzemesinin kiitle yogunlugu; u'"”,

yer degistirme tensorlerinin ilgili bilesenlerini; ol

i ise, gerilme tensoriiniin ilgili

bilesenleridir. Nicelikler {izerindeki noktalar, zamana gore tiirevi, virgiilden sonra

gelen alt-indisler ise ilgili uzay koordinat 6gesine gore tiirevi gostermektedir.

Izotropik sikistirilabilir malzeme icin, dikkate aliacak mekanik ve geometrik iliskiler

asagidaki sekilde gosterilebilir:

ol = A0S, +2uVel ve &) = u“’+u"))/2 (3.4)

29



Burada A" ve 1" ifadeleri sirastyla Lamé sabitleri, &, Kronecker deltast; 5i(jr)ise,

ij?

zorlanma tensorii bilesenleridir.

Yukaridaki varsayimlara gore, asagidaki sinir-temas kosullarina ulasilir:

1 ot 1 it

o, o =—pS(x)e“cosar, o], -, =—p,S(x)e" sina, (3.5)
(r+1) ()] (r+1) 0

%z |, o =%, i IR Ui B (3.6)
00" + o - m _

O11 uj,l +‘71j x=ta 0, Uj x,=—h = 0 (3.7)

Burada, &(-) ifadesi Dirac-delta fonksiyonudur [36].

3.2. Coziim Prosediirii

Dis dogrusal yik @ frekansina bagh olarak p,0 (Xl)ei“’t seklinde zamana gore
harmonik oldugundan, problemin tiim bagli degiskenleri su sekilde yazilabilir:

r r r ) (r) r ol
{Ui( ) o Eij}(Xl,Xz,t)={Ui , T ,Sij}(Xl,Xz)e ' (3.8)

ij o
Ek olarak, boyutsuz koordinat sistemini tanimlayalim:

%, = ve %, = % (3.9)

= |

Boylece, istte belirtilen denklem ve sinir-temas kosullarina (3.9)’daki koordinat

doniistimiiniin ardindan, (3.8) denklemindeki doéniisiim uygulandiginda, sirasiyla
oul 1ot? ve pyo(x)e terimleri ile —w’u!” ve p,d(x) ifadeleri degistirilerek,
aranan degerlerin daha sade olacak sekilde direkt olarak ayni denklemler elde edilir.

Bunlar da agik bir sekilde asagidaki gibidir:

B ={(%.%):-alh< g <alh, O /h<x, <hTD /h) (3.10)
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50 00 +(r) (1) 2p2p (1) _
Gy ;o Ui +p o hG" =0,

~(1)

021 |2y=0 = =—p,0(hX,)cosa, 0(1)

2 |%,=0 == p05(h)21) sin a,

~r+)| =0 ] BRG]
2 13,=h®/n 2 1%,=h®m ' T 2,=h™/h 1 |g,=h/h
0.0 [(m) , =(r) — 72 —

(0'11 Uiy +0y; ) % =talh =0, uj 227—1—0 .

Bu denklemlerin agik hali su sekildedir:

D' ={(ﬁl,ﬁz):—a/hsﬁlsa/h, h©O/h<3y, sh“’“/h}

aZu(r) 82 (I’) aZu(l’)
(A0 4240 46, 00U 0 W o, (r))
ox; OX, : X,
2,,(r) o ( ) o ( )
(A +al({)'°+a u;’ LA 12,0y 0N r L0 4 ) S r
ox; 6x2 OX, ax

G 10 =~ P8 (h%;)cosa, G -0 = —Ped(h%,)sine,

6-1(;+1) xzzhm/h:&l(;) %= /n Ule) ﬁzzhm/h:~£r) %p=h@/h
6-3;1) izzhm/h: ~g2) %p=h@/n ~§r+l) xzzhm/h:l]g) f=h/h
(62007 +67)| o cam =0 (o2°07 +67)|4sam =0,
W, a0 of], -0,

31

(3.12)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



Sadelestirmek adina, nicelikler stiindeki st ¢izgiler, bundan sonra aksi durum

belirtilene kadar g6z ard1 edilecektir.

Problemin geometrisi oldukca karisik oldugu ig¢in, problemin analitik ¢6ziimiine
ulagilamamaktadir. Bu yiizden de problem, Sonlu Elemanlar Yoéntemi (SEY)

tizerinden yaklasik sonug¢ elde edilecek sekilde ¢oziimlenir. Bilinen bu prosediir
uyarinca, V1=V1(X1,X2) Ve V, =V, (X,X,) test fonksiyonlar: ile (3.11) igerisindeki

D

denklemin integralinin alinmasi ve bazi matematiksel islemlerin ardindan,

hareket denklemlerinin carpimi, taraf tarafa toplanmasi, alan1 tizerinde son

Cir) i (r) (r) /l(r) (r) (r) (r) (r) (r)
o | T Uit U Vi +[ul,2 +Uyp |Vig
G H
(r) (GATIOEVIO)
u;, +(1+ u,; |V,
” +[uf +(@+n)ul) v A
D G GRS
ﬁ' r C r r r)\2 r r r r (323)
+[ﬂ(r) ul(l)J{C(r)] Ué,z)]Vé,z)—(Q( [ +ufve |
(1) (1)
- I 0,2 (1) cosa+v{¥sina)|, ,dx,
elde edilir. (3.23) denkleminde, asagidaki notasyonlar kullanilir:
h
cir) :\/}b(f) +240 [ p® | Cér) - /lu(r) /p® O :a)_rveﬂ(r) _ O]PO /,U (3.24)

2
Burada c!”, dalga genisleme hizi; c.”, enine dalga hizt; Q") | boyutsuz frekans ve

77(') ise, baglangic gerilme parametresidir.

(3.23) denkleminin sol ve sag tarafindaki terimleri sirasiyla B (u(r) , V(r)) ve | (V(r)) ile

(r))/Z—I (u(”) toplam

gostererek, asagidaki denklemde sunulan J(u(r)):B(u(r)

potansiyel enerji fonksiyonu elde edilir:
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r 2 r 2 r 2 r r r
c{i ou” ) [ ou” +21i{’) ou;” ouy”
C, OX, oX, M’ OX,  OX,

1 o ou T ou” Y (ouY
J(u(”)zaﬂ =12 | 4 L 4] =2 — A+
5 oX,  OX; 0%, 0%,

Q) [ (u)? +(u”)* ]

(3.25)

T o(x
J.po (1) Xm.

& M g
0 (uf? cosa +uf’sina)
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Degisimler hesab1 (varyasyonlar hesabi) ilkesi {izerinden bilindigi tizere, (3.25)’de
verilen J (u“)) toplam enerji fonksiyonunun birinci varyasyonunun sifira esitlenmesi
ile, (3.11)’deki hareket denklemleri ve buna uygun dogrultuda (3.12)-(3.14)’deki sinir-

temas kosullari elde edilir. Bu yontemle, (3.25) fonksiyonunun gegerliligi ispatlanmis

olur.

Sanal is ilkesi ve standart Rayleigh-Ritz yontemi uyarinca, D alani, bir takim alt-
alanlara boliiniir. Bu alt-alanlarin sayisinin; sinir kosullarinin oldukga yiiksek dogruluk
oranlarinda karsilanmasi ve elde edilen sayisal sonuglarin yeterince iyi bir sekilde
yakinsak olmasi gibi gereklilikler izerinden belirlendigi unutulmamalidir. Burada, yer

degistirme bilesenleri asagidaki gibi gosterilsin:

M M
uf =>"a®N;(t,s) ve uf => BUN(t,s) . (3.26)
i=1 i=1
Burada M , k’mc1 sonlu eleman {izerindeki diigiim sayisini; a, ve b, ; belirlenmesi
gereken bilinmeyen katsayilari; N, (t,s) , k’inct elemani iizerindeki sekil

fonksiyonunu; t ve s ise, karsilik gelen eleman ile baglantili yerel koordinat sistemi

igerisinde bulunan yerel normalize koordinat bilesenlerini gosterir. Burada sekil

fonksiyonlarinin N (t,S) e L olacak sekilde segildigi unutulmamalidir. Ayrica L

ifadesi kareleri ve birinci derece kismi diferansiyeli denklemleri Lebesque anlaminda

integrallenebilir fonksiyonlarn kiimesini gosterir. Ote yandan N; (t,S) sekil
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fonksiyonlarinin her biri, [—1,1]><[—1,1] alan1 tlizerinden tamimlanirken, bunlarin

detayli listesi referans [10]’da bulunabilir.

(3.26)’da sunulan yaklasik ¢oziimleri, (3.25)’deki toplam enerji fonksiyonunda yerine

yazilirsa asagidaki cebirsel esitlikler sistemi elde edilir:

(K-o’M)i=F, (3.27)

Burada K , katiik matrisini; M , kiitle matrisini; 0 , diigim noktalarinda ki
bilinmeyen yer degistirmelerin siitun vektoriinii; F ise, kuvvet vektoriini

gostermektedir.

Metin boyutunu azaltabilmek adina, (3.27) denklemi icerisindeki matris ve vektorlerin
acik halleri burada verilmemistir. Denklemlerin agik hallerinin, uygun prosediiriin
adapte edilmesi vasitasiyla, (3.25) denkleri iizerinden direkt olarak tiiretildigini

unutmayin [36].
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4. SAYISAL BULGULAR VE TARTISMALAR

Tgili cismin kapladig1 alan, Ox, -ekseni ydniinde 200 esit uzunluktaki parcaya ve OX,
ekseni yoniinde 25 esit uzunluktaki pargaya boliiniir. Bu durumda toplamda, 40902

DSD (NDOF: Diigiim Serbestlik Derecesi) elde edilir. €, =e /el gosterimini

tammlayalim; burada e'*', ilgili katmanin Young modiiliinii gésterir. Tablo 4.1. de

baz1 malzemelerin mekanik sabitleri verilmistir.

Tablo 4.1.Malzemelerin Mekanik Sabitleri

MALZEME ADI f/[%/?)sg fé P gli?SAS\ISIN YOSUNLUK
(GPa) (<1000 kg/m3)
ﬁ?ﬁ?ﬁ?—Al) 70 0,33 2,71
‘(théfh-Au) 83 0,44 19,32
E;S?;;) 190-210 0,27-0,3 785
?&ﬁé‘mm 7,0x10°%-4,0x10° 0,45-0,5 0.96-13
(Magresum-Mg) 4 035 174
?Il\illrc?liel-Ni) 210 0,31 8,89
ZDI?:lit?num-Pt) 145 0,38 214
(TTIE?%?JTnTu) 110 0,33 4,54
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Sekil 4.1. Cesitli yiikseklik oranlart igin X, / h ’a gore o,,h / p, dagilimi.

Mevcut matematiksel modelleme igin gelistirilmis algoritma ve programlarin

giivenilirligini ispatlamak adma, m=2, h=h,=h/2, e =1, vV =4 =0.33,

Y =p?=0, Q=0 ve a=x/2 durumunu gdz oniine alalim. Bu durumda
incelenen problem [1]’de Fourier integral doniisim yontemi ile incelenen sonsuz
uzunluga sahip plakadaki dinamik gerilme alan problemine benzemektedir.
h/2a— 0 oldugu durumda bu ¢alisma kapsaminda sunulmus SEY (Sonlu Elemanlar
Yontemi) kullanilarak ile elde edilen sayisal sonuglar, [1]’de Uflyand tarafindan

verilmis olan sonuglara yakinsamalidir.

Bu tahmin; plaka serit ile rijit zemin arasindaki yiizey tizerinde mevcut x, /h ‘e gore
o,h/ p, gerilmesinin dagilimini goésteren, Sekil 4.1.’de verilmis grafiklerle agik bir

sekilde gosterilmektedir. Sekil 4.1.’de yildiz ile isaretlenmis olan grafik, Uflyand [1]
tarafindan verilmis olan Sayisal sonuglari gostermektedir. Boylece, bu g¢alismada
kullanilacak olan algoritma ve programlarin gegerliligi ve giivenilirligi ispatlanmig

olur.
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Sekil 4.2. Durum I’de ¢esitli yiikseklik oranlari igin o,,h/ p, ve 7 arasindaki bagimlilik:
@ a=716;b) a=xl4 ;) a=x/3;d) a=7/2
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Sekil 4.3. Durum II’de gesitli yiikseklik oranlari i¢in o,/ p, ve 1 arasindaki bagimlilik:
@ a=716;b) a=xl4;()a=x13;d) a=7/2
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Somut o6rnekleri incelemek adma, kullanilacak malzemeler VA 2035 ve
P =2.7x10° kg /m® ézelliklerine sahip aliiminyum (kisaca Al) ile v =0.29 ve

p(A') =7.86x10° kg / m® 6zelliklerine sahip gelik (kisaca St) segilmistir.

Ilgili problem, olduk¢a genis bir alam1 kapsamaktadir. Ancak sayisal sonuglari

sunabilmek i¢in, su durumlar1 géz 6niine alacagiz:
Durum I: Al+St+Al

Durum I1: St+Al+St

Istenen diger hususlar, bu ¢alismada sunulan PC algoritmas: kullanilarak incelenebilir.

Bu ¢alisma boyunca tiim sayisal sonuglar, aksi belirtilene kadar, (—1,0) noktasinda,

h/2a=02, h=h=h, pY=pP =P =5, Q=0, 7=0 ve a=7/2 bzl

durumu goz Ontine alinarak yapilacaktir.

o,h/ p, ve 1 arasindaki bagimliliklar, Durum I i¢in Sekil 4.2. ve Durum II igin ise
Sekil 4.3 igerisinde verilmistir. Bununla birlikte, bu grafikler olusturulurken; o¢ =7 /6
(Sekil 4.2.a. ve 4.3.a.), a=x/4 (Sekil 4.2.b. ve 4.3.b.), a=x/3 (Sekil 4.2.c. ve
43.c) ve a=m/2 (Sekil 4.2.d. ve 4.3.d.) durumlar dikkate alinmustir. o,,h/ p,
normal gerilmesinin mutlak degerleri, baslangi¢ germe parametresi ve « agisi ile
azalirken bagslangi¢ sikistirma parametresiyle artar. Ancak, h/2a’nin azalmasi ile
mutlak degerleri azalir. Durum II i¢in verilmis grafiklerin dagilimlari, Durum I’de
bulunanlara kiyasla daha tutarlidir. Ayrica Durum I i¢in, katmanlar {izerinde baslangi¢
sikistirmasinin uygulanmasi, o,,h/ p, dagiliminin salinim karakterinin daha hassas
olmasina neden olur. Ancak baslangi¢ germe parametresi, sistemin tutarliligini artirir.
Sekil 4.2. ve 4.3. icerisindeki grafikler arasinda yapilan karsilastirmada goriilebilecegi

tizere, o,h/p, gerilmesi Durum II i¢in dogrusal olarak baslangic gerilme

parametresine baghdir, ancak Durum I i¢in dogrusal bir baglilig1 yoktur.

41



4 -

3

2 -

1 - 5
| 7 ’,-4 3

0- i

A

21 91 2

B —— 1-1=-0.070

N ——— 2--=-0.035
{ —— 3-=0

B —— 4--n=0.035
| —— 5-1=0.070

's'l‘l'l'l'l'l'l'll'll'lQ

@) o0 ©02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

—— 1-=-0.070
—— 2--=-0.035
— 3-n=0
——— 4--n=0.035
—— 5--1=0.070
o I ~ 1 = I s I 1 > 1 l ~ |§2
1,0 12 14 1,6 18 20

42



— 1-n=-0.070
— 2--n=-0.035
—— 3--n=0
——— 4--1=0.035
J —— 5-1=0.070
. il . 0
©) 0,0 0,2 04 0,6 08 1,0 1,2 14 1.6 18 20
A c,,h/p,
3 -
2-
1+
0
ﬂ
-1 -
247
4 17
-3—
gl —— 1-=-0.070
] — 2--1=-0.035
-5 1 — 3--n=0
-6: — 4--11=0.035
| ——— 5--n=0.070
e e e I N A . R AR TR W .
(d) 0,0 02 04 0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1.6 1.8 20
Sekil 4.4. Durum I’de gesitli n degerleri icin o2h / py ve Q arasindaki bagimlilik:

@) a=x16;0) a=r/4;()a=x13;(d) a=x/2
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Sekil 4.5. Durum II’de ¢esitli n degerleri i¢in o22h / pg ve Q arasindaki bagimlilik:
@ a=716;b)a=7nl4 ;) a=x/3;d) a=x/2
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Bu sonug, plakalarin se¢imi iizerinden agiklanir. Elde edilen sayisal sonuglar,

o,h/ p, normal gerilmesinin parametrik rezonansinin, 7 baglangig gerilme

parametresinin bazi degerlerinde ortaya ¢ikmaktadir. Sekil 4.3.b.’de h/2a=0.3 ve

n=0.01 durumu, 6rnek olarak gosterilebilir. o,,h/p, ‘m yerel maksimum ve

minimumlarinin sayisi, h/2a ve « azalmasiyla birlikte azalmaktadir. h/2a 'nin

degerlerindeki bir artis, o,,h/p, 'm dagilimina baslangic germesinin etkisini

azaltirken baslangig¢ sikigtirmasinin etkisinin artmasina neden olur.

Sekil 4.4. ve 4.5.°de; sirasiyla Durum I ve Durum Il igin o,,h/ p, normal gerilmesinin

frekans tepkisine 7 baslangic gerilme parametresinin etkisi gosterilmektedir. Bu
sekillerin, a¢=7/6 (Sekil 4.4.a. ve 45.a.), a=x/4 (Sekil 4.4.b. ve 45.b.) ile
a =13 (Sekil 4.4.c. ve 4.5.c.) veax =7/ 2 (Sekil 4.4.d. ve 4.5.d.) oldugu durumlar
icin ¢izildigini unutmayimiz. o,,h/ p, mutlak degerleri, Q ile birlikte azalmaktadir.
Grafiklerden de anlasildig tizere, o,,h/ p,’n, bazt Q degerleri i¢cin maksimum ve
minimum noktalara ulastigi goriilmektedir. Bu degerler; rezonans degerleri olarak
adlandirilir ve Q ile gosterilir. Grafiklerde de goriildiigii gibi, o,,h/ p,’n rezonans

degerleri, baslangic germe parametresi ile azalirken baslangic sikistirma

parametresiyle artmaktadir. Grafiklerden vardigimiz sonug ise, 77 baslangic gerilme
parametresinin, o,,h/ p, gerilmesinin frekans tepkisi tizerindeki etkisini, yalnizca

nicel agidan degil, ayn1 zamanda nitel anlamda da 6nemli bir seviyede oldugudur. Sekil
4.2. ve 4.3.’te gortildiigli gibi, ikinci durum i¢in sistem, oldukca stabil bir hale gelir.
Elde edilen sayisal sonuglarda, rijit zemine yapistirilmis katmanin, digerlerine kiyasla

daha sert olarak segilmesi gerektigini gostermektedir [36].
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