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1. GIRIS

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 Horadam tarafindan tanimlanmustir [2]. Bir¢ok yazar
Fibonacci veya genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlar ile ilgilenmigtir. Bu calismalarin

bazilari [3,5,7,9].

Karmagik sayilar teorisini saglam bir matematiksel temel iizerine yerlestirme girisiminin
doniim noktasini Irlandali matematikci William Rowan Hamilton’in (1805-1865) calis-
mast olusturmustur. Hamilton, gercek kisim ve sanal kisimdan olusan iki boyutlu karma-
sik sayilarin ii¢ boyutlu ifade edilmesi {izerine calisiyordu ve karmasik sayilari ii¢ bo-
yutlu uzaya genisletmeyi umuyordu. Kuaterniyonlarin kesfine kadar, uzayda noktalar
say1 iiclii-leri olarak gosteriliyordu. Hamilton iicliileri a, b ve ¢’nin asal sayilar i2 = j2 =
—1 olmast durumunda a+bi+cj seklinde yazilir. Bu ii¢liilerle toplama, ¢ikarma iglemleri
yapilabiliyor fakat carpma ve bolme yapilamiyordu. Toplama ve ¢ikarma islemlerinde her

i ve j biriminin katsayilarinin toplami veya farki alinarak hesaplanir:
(a1 +bii + c1j) + (ag + bai + c37) = (a1 + az) + (by + ba)i + (c1 + ¢2)j

Ucliilerin ¢arprmui i¢in Hamilton a; + by + cyj iicliisiiniin karesini alma seklindeki en

basit durumu ele almigtir.
(ay 4 byi + c17)* = a? — b? — &2 4 2a1b1i + 2a1c1j + 2beyij

elde etmigtir [13].

n > 2 i¢in n adet sayinin carpimi Hamilton’1 on y1l kadar ugrastirmis ancak bir ¢oziime
ulagamamustir. Bir giin karistyla Dublin’de Royal Canal’da gezinirken bir i¢gorii aninda
carpmadaki yer degistirme yasasini bir kenara atip iiclii siralama yerine dortlii siralamay1
kullanirsa karsilastig1 sorunun ortadan kalkacagini fark etti. Dortlii siralamada, a + bi +
cj + dk i¢in i? = j? = k* = —1 alinmas1 gerektigini kabul etmistir. Bu asamadan yola
cikarak 5 = k diyebilecegini ji = —k , aymi sekilde jk =i = —kj ve ki = j = —ik

olmas1 gerektigini diislinmiigtiir.

Lobachevski’nin paralellik postulatin1 diglayarak kendi icinde tutarli yeni bir geometri

kurgulamas1 gibi Hamilton da ¢arpmadaki yer degistirme kuralim1 yok sayarak kendi

1



icinde tutarl bir cebir ortaya koymustur. Yiiriirken bir anda durmus ve bir cakiyla temel
formiilii 1> = j? = k? = ijk = —1 biciminde Royal Canal’daki Brougham Kopriisiiniin
taslarina kazimistir. Ayni giin Irlanda Kraliyet Akademisi'ne giderek kesfini ilan etmistir.
Bulus ani bir esin sonucu gerceklesmis fakat Hamilton kesfi lizerinde on bes yila yakin
bir siire ugragsmistir [11]. Giinlimiizde kuaterniyonlar 6zellikle fizik, kinematik, bilgi-
sayar grafikleri, animasyon, kati cisimler doniisiimleri iceren optimizasyon problemle-
rinde kullanilmaktadir. 1849 yilinda James Cackle tarafindan boliintiilii kuaterniyonlar

ileri siirtilmiigtiir.

Hamilton’un kuaterniyonlari kesfinin ilk {i¢ ay1 igerisinde, John Graves sekiz birim ele-
manl bir sistem olan oktonyonlar sonucuna varmistir. Bu cebirdeki ¢arpma sadece sira
bagimli degil ayn1 zamanda birlesme kuralina da sahip degildir. 1845 yilinda Arthur
Cayley, Graves’in oktonyonlar ile temelde ayni olan bir cebir tanimlayan ¢alismasini

yaymlamistir [13].

Kuaterniyonlar ve oktonyonlar hakkinda 6zellikle son yillarda artan pek cok calisma
yapilmistir. Kegilioglu ve Akkus [8] ¢alismalarinda Fibonacci ve Lucas oktonyonlar ile
Split Fibonacci ve Split Lucas Oktonyonlar1 [10] tantmlamis ve bunlarla ilgili bazi sonug-
lar ¢ikarmugtir. Halic1 [4] dual Fibonacci oktonyonlar iizerine ¢alismasinda iirete¢ fonksi-
yonunu ve Binet formiiliinii elde etmistir. Bilgici, Unal, Tokeser ve Mert [ 12] genellestiril-
mis Fibonacci ve Lucas Oktonyonlari ile ilgili calismalarinda 6nemli sonuglar bulmuglar-
dir. 1830 yilindan itibaren Irlandali Sir William Rowan Hamilton kompleks sayilar iize-
rinde calismis. 1833 te iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olusturdugu
sonucuna varmustir. Clifford reel sayilar1 dual sayilara genisletmistir [1]. Hacisalihoglu,
Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi adl1 kitabinda dual sayilara kuaterniyon-

lara ve dual kuaterniyonlara genis yer ayirarak konuya deginmistir [4].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde bazi temel kavramlari ve teoremleri ele alalim. Tlk olarak reel kuaterniyonlar

kiimesi ile ilgili baz1 tanimlar1 verecegiz.
Tanim 2.1

Tiim kuaterniyonlarin kiimesi
Kz{a+b%+c§'+di€ ca,b,c,d ER}

olarak ifade edilmistir. Burada 7, }, lAc; R? {in ortonormal temel baz vektorleri ve

AA

ij = —jk==Fk
ik = —kj=—i
ki = —ik=j

sartlarini saglar.

Birg=a+bi+cj)+ dk kuaterniyonunun skaler kismu, S, ve vektorel kismi, V;, olarak
gosterilir. Buna gore S, = a ve V;, = bi 4 ¢j + dk olup herhangi bir ¢ kuaterniyonu
q = S, + V, seklinde ifade edilir [4].

Tanim 2.2

Toplama Islemi;

D: KxK—- K
(Q17Q2) — 1Dqp= Sq1+q2 + Vq1+qz

seklinde tanimlanir [4].



Tanim 2.3

Skaler ile Carpma:

o: RxK— K
(Mg) = AOg=Ag=AS, +V,

seklinde tanimlanir ve asagidaki 6zellikler saglanir.

YA e RveVq,q € K VA, Ay € Rve Vg € Kigin
NO((1PR) =200 DAO ¢,
e(A+X)0g=M0ga(N0g),

e (M) ©g=M0(M0Og),

ol ©®q=ql4]

Tanim 2.4

Carpma (Kuaterniyon Carpma)

x: KxK— K
(01, 02) = @1 X @

islemi asagidaki ¢carpim tablosu ile tanimlanir:

Tablo 2.1. Carpim Tablosu

x |1 i j k
11 ¢ 5k
i1 —1 k —J
i1 =k =1 i
Bk 7 —i -1




Tablo 2.1 den

g1 X q2 = (al +bii+ i)+ dll%> X <<12 + bai + co + dzl;i>
= q1q2 — biby + c1c0 + (didy + arby + bras + c1dy — d102)%
+ (alcg + C1Qa9 + d1a2 — bldg)j

+ ((lldz + a2d1 + b102 — Clbg) IAC

elde edilir. Boylece kuaterniyon carpimininin su 6zelliklere sahip oldugu goriiliir.

e iki kuaterniyon ¢arpimi bir kuaterniyondur,
e Kuaterniyon ¢arpimi birlesme 6zelliine sahiptir,

e Kuaterniyon carpimi dagilma 6zelligine sahiptir.

Kuaterniyon carpimi degismeli degildir. Bu ozellikleri ile {K,®, R, +,-, ®, x} sistemi

bir birlesmeli kiimedir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir. K ile gosterilir [4].
Tanim 2.5

Esitlik: Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagmtisi her ¢1, ¢2 € K icin

— —
G =q2 < Sth:quv V:h:vtn

ve seklinde tanimlanir.

Fark: Toplama ve skaler ile carpma iglemlerinde iki kueterniyonun farki
— =
41— G2 = (Sql - SQ2) + <V;11 - %2)
— =
yani Sy, _q, = Sq; — Squs Var—qo = Voo — V4, olarak tanimlanur.

Eslenik: K : K - K, q — K (q) = K, islemi ¢ = S, + V, — K, = S, — V, seklinde

—
tanimlanir ve K, kuaterniyonuna ¢ nun eglenigi denir. Vi, = —V; oldugundan
gx K,=K,xq=a*+V +*+d°€R
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dir. Ohalde; g x K; = Ky xq>0dirvegx K, = K;xq=0 <= ¢ = 0dr Eslenik
isleminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu aciktir.

o K (aqy +bga) = aK, + bK;

o K (q1 X qo) = Ky X Kg;

o K (K, =q.

O halde eslenik islemi K cebirinde bir involusyonlu bagintidir.

Norm:

N: K—R
¢q— N(q)=N,=qx K, =K, xq

veya q = a+bi+cj+dkise N, = gx K, = K xq = a>+b*+c?+d? pozitif reel sayisina
¢ kuaterniyonunun normu denir. q kuaterniyonun ¢arpmanin normu i¢in asagidaki 6zellik

verilebilir:

N xq) = N(gnxq)l=(qnxq)K (@ xq)
= ¢ X (N(g2)1) Kg=N(g) 1N (¢:)1

= N(q)N(q2)

Invers:

0" K—{0} — K-{0}

qg— ¢ =3

seklindedir. Boylece ¢ x ¢! = ¢~ x ¢ = 1 elde edilir [4].
Simdi Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili tanim ve teoremleri verecegiz.
Tanim 2.6

n > 0i¢in Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullar ile verilen Fibonacci sayilari
Fn+1 :Fn+Fn—1

seklindedir.



Ayni bagint1 ile verilen fakat baglangi¢ noktalar1 Ly = 2, L; = 1 olan Lucas sayilar1
Ln+1 = Ln + Ln—l

seklinde tanimlanir [6].

Teorem 2.1

2?2 — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri olan v = %5 ve f = 1_2‘/5 olmak

tizere Fibonacci ve Lucas sayilarmin Binet formiilleri sirasiyla

B a™ _ﬁn
Fp=——0 5 (1.1)
ve
L, =a" + 8" (1.2)

seklindedir [1].
Fibonacci ve Lucas sayilarinin Vajda teoremlerini verelim:
Teorem 2.2

1,7,n € Zigin

LntiLlotj = LnLniiy; = (=1)""'5EF;

esitlikleri saglanir.
ispat

Binet formiiliinden yararlanarak,



qnti — gt Qi — gt
Fn+iFn+j - FnFn+i+j = ( ) (

O;_ﬁn n+z'f;—ﬁn+i+j
(=)
_ {— (-1)" o(zaﬂ_ —5 )(2)—1)"%]'1 - {— (-1)" foj_ —ﬁ )(2—1)"az~+j

_ (_1)n (ai+j +Bi+j _ azﬂj _ ,Biozj)
(a—p)*

- e[S - RS

elde edilir.
Lucas sayilari icin Vajda ozdesligi

Binet formiiliinden yararlanarak;
L Ln+j ~ L, Ln+i+j _ ( ot + ﬁn—l-i) ( a4 ﬂn—l—j)

. (an + ﬁn> (an+i+j 4 ﬁn+i+j)

(=1)
(—1)

= (=1)"(e/ =) (' = o)
(=1) ‘
(=1)

elde edilir.l



Tanim 2.8

R reel sayilar kiimesi (4) toplama (-) carpma islemlerine gére bir cisimdir. Reel sayilar
cismi de R ile gosterilsin. V a, a* ikilisine bir sirali ikili denir. Bu sekilde tanimlanan

R x R kiimesi D ile gosterilsin.

D ={(a,a") : a,a* € R} kiimesi iizerinde bir esitlik ve iki i¢ islem agagidaki gibi tanimlanir

[4].

Tanim 2.9

@ :D x D — Digisleminde A ile B sirasiyla (a, a*) ve (b, b*) i¢in
A®B=(a,a")+ (b,b*) = (a+b,a* +b")

biciminde yapilir [4].

Tanim 2.10

®: D x D — Dig¢isleminde A ile B sirasiyla (a, a*) ve (b, b*) seklinde alinirsa tanimi
A® B = (a,a*) ® (b,b*) = (ab, ab* + a*b) bigiminde yapilir. D iizerindeki taniml

islemi ¢arpma olarak adlandirilir [4].

Tanim 2.11

R reel sayilar kiimesi iken D = R x R kiimesi iizerinde esitlik,toplama ve carpma islemleri
yukaridaki gibi tanimlandiginda D kiimesine dual sayilar sistemi ve bu esitligi saglayan

her bir D elemanina da bir dual say1 denir [4].

Tanim 2.12

A = (a,a*) € D dual sayisinda ”a*” reel sayisina A nin dual kismi, ”a” reel sayisina da

A nin reel kismi denir ve ReA = a, DuA = a* bi¢giminde tanimlanir.



1 =0,1,2,31¢in a;, a; € R olmak lizere, a = ap+aje; +agsea+ases ve a* = ag+aje; +
ajes + ajes reel kuaterniyonlar yardimiyla bir dual kuaterniyon A = a+¢ca*, e # 0,* =
0 seklinde tanimlanir. Bu dual kuaterniyonu A = Ageg + Aje; + Ases + Aszes olarak

yazmak miimkiindiir. Burada

Ay = ao+ee
Al = ai+ 56;
A2 = as+ €€;

As = az+ee;

seklindedir ve Ay, Ay, Ay, As sayilari A nin dual bilesenleri olarak adlandirilir. Dual

kuaterniyonu kisaca

3
A= Z Age,
s=0

seklinde ifade edebiliriz [4].

Bir dual kuaterniyonun skaler ve vektorel kisimlari sirasi ile .S 4, Vyile gosterilirse,

Sa = Sa+eSe = Ao

VA = ‘7@ + 6‘7; = Aoeo + A161 + A262 + A3€3

elde edilir. Bir dual kuaterniyonun skaler kismi bir dual sayidir, vektorel kismi ise bir

dual vektordiir. Buna gore bu dual sayiy1

A = SA+‘7A

3
A = A+ ) A,
s=1

seklinde ifade edebiliriz [4].

10



Tanim 2.9

¢ dual birim olmak iizere sirasiyla dual Fibonacci ve dual Lucas sayilart:

Fn - Fn+€Fn+1

En = Ln+5Ln+1

seklinde tanimlanir [1].
Tanim 2.10

Reel sayilar iizerindeki oktonyonlar cebirini O seklinde gosterelim. ¢',¢" € K olmak

tizere Cayley-Dickson metodu kullanilarak p oktonyonu asagidaki gibi verilir:
p=q +qe
Reel sayilar iizerindeki oktonyonlar cebiri i¢in dogal baz ey = 1, e; = i, ex = j, e3 =

k, eq = e, e5 = ie,eg = je, ey = ke seklinde ve herhangi bir p oktonyonu py, ...,p7 € R

olmak tiizere,

7
b= E As€s
s=0

seklindedir [8].

7
Re(p) = ag ve Im(p) = > ases olmak iizere herhangi bir p € O i¢in
s=1

7
p=ao+ Y ase, = Re(p) + Im(p)

s=1

seklinde ifade edilir [8].

Bir p oktonyonunun eslenigi ve normu sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

p = Re(p) — Im(p)

ve
7
N,=pp=pp=» al.
s=0

11



Sifirdan farkli herhangi bir oktonyonun inversi(tersi)

pt=L
Np
seklindedir [8].

q_/l, q_; sirastyla ¢, ve ¢, kuaterniyonlarinin eslenikleri p; = ¢, +¢; € ve pa = go-+¢, € olsun.

Oktonyonlar cebirine gore iki oktonyonun toplam ve carpima :

p1+p = <Q1+Q1€>+<92+Q26)ZQ1+Q2+<Q1 +Q2>6
pPip2 = (ql +q e) (CIQ +q e) = <Q1Q2 - ngl> + (Qqu +q; q/2>
seklindedir.

Reel sayilar iizerinde 8 boyutlu oktonyonlar tanimlanan cebire gore degisme ve birlesme

ozelliklerine sahip degillerdir [8].

12



3. FIBONACCI VE LUCAS OKTONYONLARI
Bu boliimde Fibonacci ve Lucas oktonyonlart ile ilgili bazi tanim ve teoremleri verecegiz.

Kecilioglu ve Akkus, Fibonacci ve Lucas oktonyonlarint ve onlarin Binet formiillerini
tanitmustir. F), ve L, n’inci Fibonacci ve Lucas sayilari ve {eg, e1, ..., e7} oktonyonlarin

standart temeli oldugu taktirde n-yinci Fibonacci ve Lucas oktonyonlari sirasiyla

7
Un = E Fn—i—ses
s=0

ve

7
Vn - E Ln—l—ses
s=0

seklindedir [8].

{eo = 1,eq, ..., e7} standart taban elemanlarinin ¢arpim tablosu asagidaki gibidir:

Tablo 3.1.0ktonyon bazlarinin ¢arpimi [5]

1 e1 €9 es €4 €5 €6 er
1 1 €1 €9 €3 €4 (&5 (& (&
e1 e -1 e3 —e€s es —es —e€7 €6
er | e —e3 —1 el €6 er ey —es
€3 | €3 €y —€1 —1 €7 —€g €y —€4
es | es —es —eg —er —1 el €9 es
es | es e, —er eg —e1 —1 —e3 €9
€6 | €p €7 €4 —€5 —€9 €3 —1 —€1
€7 | €7 —¢€g €5 €4 —€3 —€9 €1 1

Binet formiilii ile Fibonacci ve Lucas oktonyonlar1 sirasiyla;

afa™ — B*Bn

U= =3

ve
Vn = a*a” _ﬁ*ﬁn

13



7 7

seklinde gosterilir. Burada o* = > ae, * = > (%, seklindedir.[5]
s=0 s=0

Simdi Fibonacci ve Lucas oktonyonlari i¢in Catalan 6zdegliklerini verelim.

Teorem 3.1

n, r negatif olmayan tamsayilar ve A = 2e;5 + 2e¢ + e7 olsun. O halde Fibonacci ve Lucas

oktonyonlari i¢in, Catalan 6zdesligi asagidaki gibidir.
U2 = UpirUper = (1" [E2Vy — By, (Up — 1des — 1deg — Ter)]

Vn2 - Vn+rvn—r =5 (_1)71_7""'1 [Fv?% - FQT (UO o 7/\)}

[8].

14



Ispat

5 B Oé*Oén _ B*ﬁn 2 Oé*Oén+T _ B*BnJrr Oé*Oénir _ B*anr
et = (SEEEEY (e (e

[((&*)z Q" — o 3" (af)" — Bra* (aB)" + (8°)° 5%)
(a— B)?

- <<a*>2 a® — o B (af)" "B — Bra* (aB)" BraT + (5%) B)]
(a—p)?

[(OZ*)Z a2n o Oé*ﬂ* (_1)n o /B*Oé* (_1)n + (/B*)Z /BQn

o] —

_ (&*)2 a2n . Oé*ﬁ* (_1)n+r &21" o B*a* (_1>n+r ﬁ2r + (ﬁ*)Q ﬁ2n}
[(_l)nJrr Oé*ﬂ* ((042T) o (_1)1“) + B*a* (627* o (_1)7“)}

(—1)"* [(VO — V5Uy + TV/5 (265 + 2¢ + 67)) (@™ = (=1)")

| =

+ (Vo +V5Uy — 7V5 (265 + 2¢6 + 67>> (87 = (—1)17]

(_1)n+r |:(a2r (1) + 527") Vo — V5 (QZT _ 521") Us

QU] =

_1_7\/3 (a2r . B%) (265 + 2eg + 67)]

1 . O/,_/BT 2 Oé27“_62r
= 5V [5(a—6) oo (fag ) u

2r _ 22r
+35 (aa—g ) (265+266+67>:|

(=)™ [BF2Vy — 5Fy, Uy + 35Fy, (2e5 + 2e6 + €7)]

ol =

= (=1)"7" [F2Vy — By, (U — ldes — 1deg — Teq)]
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|74 VAN VA
= (a"a"+3°B") (a’a" + f73") — ("™ + 57T (a7 + 5" — )
D"2Vo+ (=) a4+ (=) Brat e
Vo 4 (—1) T Tt B (— 1) Bt g
"2V + (—1)" " [( \/_U0+7\/_/\> a27“+(vo+on 7\/5)\> Bﬂ
)" 2Vo + (=
) 2Vo + (=

1)" 2Vh

1 n2 1 n+ |: OéQT + 621" \/EU() <a2r _ ﬁ27’) + 7\/5/\ (OCQT . 627")i|
e [VOLQT P (f Uy — V5 A)}
)" ERVG — By (Ug — TA)]

r

(=
(=
(=
= (=
(—1)" 2Vp +
5(—
elde edilir.
Catalan 6zdesliginde r = 1 alinarak Cassini 6zdesligi elde edilir.

Sonug 3.1

Herhangi bir n tamsayisi icin
Uni1Un_1 — U2 = (=1) [Vo — Uy + 14es + ldeg + Ter]

esitligi saglanir [8].
Teorem 3.2 (d’Ocagne Ozdesligi)

Keyfi n, m tamsayilar i¢in

UerlUn — UmUn+1 = (_1>m [anm% + Lnfm (UO — 1465 — 1466 — 767)]

Vins iV = VidVirr = 5(=1)"" [F Vo + Ly (Ug — l4es — 1deg — Ter)]
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esitlikleri saglanir [8].

Um+lUn - UmUn+1
_ CK*am—&—l _ ﬁ*ﬁm—l—l a*an _ ﬁ*ﬁn)
- (=) (5
a*a™ — B*Bm Oka{n—Q—l - ﬁ*ﬂn—‘rl)
(=) (s

(Oé*)2 amtlgn — a*ﬁ*am—klﬂn . ﬁ*a*ﬁm+1an + (B*)Q B2n>
(a = p)*

B (a*)Q a™ant — a*ﬁ*amﬁn—i—l o *a*/@man—i—l + (ﬁ*)Q ﬁQn)
(a—B)*

[_a*ﬁ*am—klﬁn o 5*a*5m+1an + a*ﬁ*amﬁn—kl + B*a*ﬁman+1:|
(a - B)°

— % [a* B a™B™ (B — a) + Bra*B"a" (a — B)]

Bt (a— ) atBram8 (5 — a)
- @ 5% (a_pp }

_ V*o*ﬁmoﬂ<amd__cfﬂ*amﬁ"ﬁm}
| (a=B)(am)  (a—p)pm
(—1)"

— (a — B) [5*a*an—m . Oé*ﬁ*ﬁn_m}

- (VO — \/5Uy + V5 (265 + 26 + e7) ﬁ"—mﬂ

_ (_1)7” (an—m _ ﬁn—m) % + \/g (an—m + ﬁn—m) UO

—7V5 (oz"_m — ﬂ"‘m) (2e5 + 2e6 + €7)
= (=)™ [FyiVo -+ Lo (Up — 1des — 1deg — Tey)]
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Vi1 Vo = Vi Vit
= (ara™ 4 57 (aTa” + 7B") = (a”a™ + B7Bm) (a"a" ! 4 5T
L BT Bt Bl — ot B B Bt
= @ FamF (@ — )+ Fra A" (5 - a)
(o= ) [0"F7a" " — §*a” pa"]
~ (-9 |egran e - pasr ]

(0= B)(~1)" [0 — ata" ]
(—1)™ [(vo — Uy + 7\0) gr-m _ (vo + VAU — 7\/5>\) O/HH]
(—1)™ [Vo (B —a"™™) = V/BU (B + o™ ™) + TVEA (B + a"—m)}
(=1)™ [ o (B + ™) = VEU (B + ™) + TVEN (BT + a”—m)}
(=)™ [V (87 4+ ) 4 VU, (877 + 0" ™) = TV/BA (8" + ")

1

I
%&&&

= V5 \\;( 1)t [ o (B ") + VBU (B + ") — TVEA (BT + a"—m)}

= \/5(_1)m+1 [‘/()anm + UoLp—m — 7)\Lnfm]
= V(=)™ [VoFpem + Ly (Uy — TA)]

Fibonacci ve Lucas oktonyonlari i¢in sirasi ile Vajda teoremlerini verelim:
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Teorem 3.3

n,i,j € Z ve A\ = 2e5 + 2eg + e7 igin

UntiUnsj = UnUnyivy; = (=1)" Fi[VoF; + L; (Up — 7))]
VitiVarj = VaVariv; = (=1)" Fi[=5VuF; + L; (35X — 50)]

esitlikleri saglanir.
Ispat

Binet formiiliinden yararlanilarak;

Un+i UnJrj - Un Un+i+j
1

"5 [(ara™ — BB (o™ — B*B7) — (a*a”™ — B*B") (a*a™ T — p*grtitd)]

= L0 (—amH 4 ang) 4 gra (a4 e

= EW v (cai 4 4%9) 1 50 (-0l 4 )]
_ <‘§ L [marg8i (af - ) + Bra%ad (o' - 5]

B G ) L

=~z Fi[=a™f"f + "o

= DR (o vt 1) o (1 VBt = 7

= (“1"VoEF, + (—1)"UyF.L, — (—1)" TAF,L,
= (=D)"F[VoF; + L; (Up — T\)]

19



elde edilir.

VosiVars = VaVariry = (o™ + g°8") (a*a™™ + p* ")

— (ool — BT (ool — gr g

= a'f" (=1)"a'f + BT (-1)" ol —a”fr (-1)" B
~prat (-1t

= (D" (a' =) [a"f"B = pa"e’]

— (~1)" (o' = 8') | (Vo = VU + TVEA) 7
— (Vo+v5Uy — V52 ) o |

= (D" (@ =) [Vo (o’ = F)
—VBUy (o + 87) + TV5A (o + 37) |

(o — 87)
a—pf

= (-1)" [—5VoF; — 5UsL; + 35\L;]

— (=1)"F;[-5VoF; + L; (35X — 5U5))]

elde edilir. B
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4. DUAL FIBONACCI VE LUCAS OKTONYONLARI

Bu boliimde 3. boliimdeki bilgilerden yararlanarak Fibonacci ve Lucas oktonyonlarin du-
allerini tanimlayacagiz. Bu sayi dizileri i¢in ayrica binet formiilleri, rekiirans bagintilari

ve diger baz1 6zdeslikleri elde edecegiz. Bunun i¢in dnce bazi tanimlar1 verelim.
Tanim 4.1

F,, ve L, sirasyila n-yinci Fibonacci ve Lucas sayilar1 olmak iizere sirasiyla dual Fibo-

nacci ve Lucas sayilar sirast ile asagidaki sekildedir:

F,=F,+¢cF,. 1 veL,=L,+¢cL,..

Tanim 4.2

n-yinci Dual Fibonacci oktonyon ve dual Lucas oktonyon sirasi ile;

Un = Up +eUns1 4.1
ve

Vo=V, +eVun 4.2)
seklindedir. (3.1), (3.2) den yararlanarak (4.1), (4.2) yerine

~ 7 ~

Un = Z Fn—i—ses

s=0

ve

7
Vn = E Ln—}—ses
s=0

yazilabilir.

Bagka bir yaklagimla dual Fibonacci, dual Lucas oktonyonlari

B o/a"—ﬁ’ﬁ"
U, = — >
a—f
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veE

Vn =da" + Blﬁn

7 7
seklinde ifade edilir. Burada o = (1 4 €a) Y a’e; 5/ = (1 + ) > [°es seklindedir.
5=0

s=0
[3]
Simdi Dual Fibonacci ve Lucas Oktonyonlari i¢in Catalan 6zdegliklerini verelim.
Teorem 4.4

n, r negatif olmayan tamsayilar ve A = 2e5; + 2eg + e7 igin

U2 = UnyUney = (=1)"7 [F2Vy— By (U — TA)] (1 +¢)
V2= Vo Voor = 5(=1)"" [Fr*Vy — F.(Up — 7A) (1 +¢)]

esitlikleri saglanir.

Ispat:

Us - Un—i—'rUn—T = (Un + é\Uv77,—|—1)2 - (Un+r + 6Un+7’+1) (Un—'r + 6Uvn—r—f—l)
= Us - Un+rUn7T
+€ (UnUn+1 + UnJrlUn - Un+rUn7T+1 - Un+r+lUnfr)

Ispati iki kisimda inceleyelim.
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Birinci kisim;

Uz - UnJrrUnfr
B a*an _ 5*571, 2 CY*O/LJFT _ ﬁ*ﬁnJrr a*anfr _ B*Bn—r
- < a—p ) _( a—p )( a—p >

l ((a*>2 a® — o 3" (af)" — Ba* (aB)" + (8°)° 52">
(a— B)?

_ <<a*>2 o — a*f* (af)" "B — Bra” (af)" fra" + (57)’ ﬁ)]
(a —p)?
% [(&*)2 Oé2n . a*ﬁ* (_1>n o 5*@* (_1)n + (6*)2 62n

. (Oé*)Q Oé2n - Oé*ﬂ* (_1)n+r a2r . 6*05* (_1>n+r BQ?" + (B*)Z BQn}

[(_1)n+r Oé*,B* ((a2r) o (_1)r) + ﬁ*Oz* (527“ - (_1)r)]

o] =

(=)™ |:<‘/0 —VBUy +7V5 (2e5 + 2e6 + 67)) (oz% — (—l)r)

o] =

+ (Vo +V5Uy — TV5 (2e5 + 2e6 + 67)> (87 = (—1)T)]

% (_1)n+r |:(a2r (-1 + /627‘) Vi — NG (a2r . 627«) Us

+7\/5 (a2r _ /321”) (265 + 2eq + 67)]
B 1 e ar_/Br 2 a2r_52r
— 50 [5(a—6) -5 (o) v

2r _ Q2r
+35 (a B ) (2e5 + 2e¢ + 67):|

1
: (=)™ [BF2Vy — 5Fy, Uy + 35Fy, (2e5 + 2e6 + €7)]
= (=1)"7" [F?Vy — B, (Up — 1des — 1deg — Teq)]
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Ikinci kisim;

(UnUnJrl + Un+1 Un - Un+rUn77‘+1 - Un+r+1Unfr)
1
— 5 [(a/*a/n _ ﬁ*ﬁn) (a*an—l—l _ /B*ﬁn—H)

(+a*an+1 o ﬁ*ﬁnJrl) (Oé*Oén - B*ﬁn)
_ (&*Qn+r _ 5*ﬂn+r> (a*an—rﬂ B ﬁ*ﬁn—rﬂ)

o (a*an+r+1 _ 6*/8n+7"+1> (a*an—r _ B*Bn—r)]

[—a”ﬂ"(a—i—ﬁ) (a*ﬁ*_i_ﬁ*a*)_'_&nfrﬁnfr(a_'_B) (OJ*B*OZQT—FB*OZ*ﬁQT)]

O] =

a*B* = Vo — V/5Uy + 7v/5BA
Brar = Vo +V/5Uy — 7v/5)
"B+ frat =2V

5F2 = Ly, —2(—1)
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Ozdesliklerinden yararlanilarak,

(UnUn+1 + UnJrlUn - Un«H'UnfrJrl - Un+r+1Un77‘)

= % [2 (=D)" Vo + (=)™ (VO — V55U, + NEA) o

+ (VO + /50Uy — 7\/5A> 527"}

[2 (_1)n+1 VVO

o] =

(=1 (Vo (a2 + B) — v/5Up (0* — B*7) + TV/BA (a® — ﬁQr))]
L U 1) (bl — 5 (W~ T)
= (=1)"" [E2Vy — Fo, (Uy — TA)]

Birinci ve ikinci kisim birlestirilirse, istenen elde edilir.

"7”2 - Vn—i-rvn—r
= (Vn + 5Vn+1)2 - (Vn—‘rr + 5Vn+7‘+1) (Vn—r + gvn—r—l—l)
- ann - Vn—l—'rvn—r +e [ann—l—l + Vn—l—lvn - Vn+rvn—r+1 - vn+r+lvn—r]

Ispati iki kisimda inceleyelim:
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Birinci kisim,

Ve = Voir Vs
= (@7a" 4§76 (a%a" + §76") = (a%a™T 4 576 (aTa™ T+ 576" — )
= (=D)"2V+ (=) pra’ BT+ (1) Bt
= (=D)"2Vo+ ()" QT g 4 (1) R
= (=" 2o+ (=)™ | (Vo = VU + 7VBA) ¥ + (Vo + vy — Tv/5A) 67
= ()" 2Vp + (-1 [ (a® + %) — VBUy (o — B77) + 7V/5A (a”—ﬁm")}
= (=1)" 2V 4 (=1)" " [VoLgy — Fy (5U5 — 35))]
= (=1)""T VLo, + (=1)"2Vp + (1) [y (5Up — 35))]
= ()" VoLay — (1) 2Vo + (1) [ By, (U — 35))]
= (=" VoLar — (1) (1) 2V + (= 1) [y (5T — 35M)]

= (Lo = 2(=1)"T Ry (=1)" " 4 (=)™ [ By (50U — 350)]
= BE2Ry(—1)" "M 4 (=) [ Fy, (BUy — 350)]
= 5(=1)"[EN — B (U — TN)]
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Ikinci kisim,

VaVas1 + Vot Voo = Voo Voot = Vet Vier

= (a%a"+ @B (70" + B + (a4 51 (0% + 576)
— (aFa™" + BT (aran T 4 gAY
— (aFam T 4 gAY (e 4 BT ATT)

— (=) (a8 + f5%) + (=1)"B ("B + B*a*) + (=1)" " Bra" 578
(=) gt Bra a4 (~D) @B T a4 (=1)" grar BT a8

= 2W(=1)"+ ()" a BB [a+ B+ ()" e o+ ]
—AWp(=1)" + (=) @B A (—1)H B

= W1 (1) [+ a6

= 2V(=1)" + (=) [ (Vo = VU + 7V5A) o + (Vo + VU, — TVEA) 57 ]
= (1" 2o+ (1) Vo (0¥ + B7) = VB (0¥ = B) + TVEA (o — 57) |
= (=1)"2Vp + (=)™ [VoLa, — Fa (5Up — 35))]

= 5(=1)"T[E — B (U — TA)]

T

Birinci ve ikinci kisim birlestirilirse istenen elde edilir.ll
Simdi dual Fibonacci ve Lucas oktonyonlari i¢in sirasi ile Vajda teoremlerini verelim.
Teorem 4.5

n negatif olmayan tamsayi, i, j € Z ve A = 2e5 + 2e + ey i¢in,
UpiiUnij — UpUniin; = (=1)" Fy [VoF; 4+ L; (Uy — TA)] (1 + ¢€) (4.3)

VitiVoys — VnVn—f—i-l-j =(-1)"E [=5VoFj + L; (354 — 5U0)] (1 +¢) (4.4)

esitlikleri saglanir.
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Ispat
Binet formiiliinden yararlanarak;

Un-i-iUn—i-j - UnUn—i-i-i—j = (Un+i + EUn+i+1) (Un+j + 5Un+j+1)
= (Un + €Up+1) (Untivj + €Untitjsn)
- Un+iUn+j - UnUn+i+j

& (UntiUnsjr1 + Ungis1Unys — UnUnpivjrr — Uni1Ungiys)

Ispat1 iki kisimda inceleyelim:
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Birinci kisim;

UnJri UnJrj - Un Un+i+j

elde edilir.

[(a*anJri _ B*BnJrz) (CY*CYnJrj _ 5*5])

ol =

o (a*an . B*Bn) (a*an-i-i—f—j o B*Bn—i-i—&-j)}
[Oé*ﬁ* (_anJriﬁnJrj 4 an6n+i+j)

1
)

+ﬁ*01* (_an+j6n+i + ﬁnan—i-i-‘rj)}

[CY*B* (—a’ﬁj +Bl+]) +B*CY* (_ajﬂz + ai—l—j)]

N [—Q*B*Bj (OCZ—BZ) +B*Oé*0éj (Oéz—ﬁl)}

E [—a*B* 3 + B*a*d/ ]

(_1)nFi [ﬁ] <_VO + V35U, — 7\/5)\)

+a’ (VO + V50U, — n/ﬁx)}
(—1)" VOB Fy + (—1)"UpFiL; — (—=1)" TAR,L;
(—1)" F; [VoFy + L; (Up — TA)]

Ikinci kisim: (4.3) de j yerine j + 1 yazilirsa;

UntiUntjr1 — UnUngivjor = (=1)" F; [VoFjp1 + Ljpa (Up — TA)] (4.5)

elde edilir.
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Yine (4.3) de n yerine n + 1 ve j yerine j — 1 yazilirsa;
Untit1Unss — UnstUnpivy = (1) F [VoFjo1 + Lj—1 (Up — TA)] (4.6)

elde edilir. (4.5) ve (4.6) dan

UntiUnvjr1 + UnpiiUngy — UnUngivirr — Uni1Ungigy
= (=1)"F; [Vo (Fj41 = Fj—1) + (Lj1 — Lj—1) (Up = TA)]
= (-1)"F; [WF; + L; (Uy — 7\))

olur. O halde; birinci kisim ve ikinci kisim birlestirilirse, istenen elde edilir.

ViriVari = VaVising = [(Vari + Vasirr) (Vass + €Varjnn)
— (Vi +eVag1) Vaginj + €Varirjz)]
= [Vn+ivn+j - VnVn+i+j

& (Vasis1Vars + VagriVarirt — VaVagivior — Vo Vagies)]

Ispat1 iki kistmda inceleyim:
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Birinci kisim,

ViiiVori — ViVarin; = (oo™ + 83" (a7 + p*p"*)
— (a*a™ + B*B") (a*a"”“ + 5*@n+z‘+j)
= B (=1)"a'F + B (-1)" Bl
—a*fF(=1)" T = rat (=1)" 't
= (=1)" (o' = B) [0"p"f = pa" o]
= (1" (@' = 8 [(Vo = VBUs + TVEA) &
— (Vo+ /5y — 7V5A) o
= (=" (@ = B) [V (o7 = #) = VBU (o + )

+7V5A (of + ﬁj)}
_ oy (Oi—:g) [—5ViF, — 5UpL, + 35AL,]

= (=1)"F;[-5VoF; + L; (35X — 5Up)]

Tkinci kisim,

(4.4) de j yerine j + 1 yazilirsa
ViriVarjer = VaVayisjn = (=1)" F [VoFj1 + L1 (Ug — TA)] 4.7)

elde edilir.

(4.4) de n yerine n + 1, j yerine j — 1 yazilirsa
Virit1Vary = VartVayiry = (=" E [VoFya + L1 (Up — TA)] (4.8)

elde edilir.

(4.7) ve (4.8) den

Vit 1 Vars + VariVarjor = ViVaririrr — Va1t Vagasy (=1)" Fi [=5VoFj + L; (35X — 5U)]
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olur.

Birinci ve ikinci kisim birlestirilirse istenen elde edilir.

Simdi dual Fibonacci ve Lucas oktonyonlari ile ilgili baz1 6zdeglikler verelim.
Lemma 4.3

n,m, s, r negatif olmayan tamsayilar ve A = 2e5 + 2e4 + e7 i¢in asagidakiler saglanir.

1. ‘777, = UTL*]_ + Un+1
2. Un-l—?"Ln—i-r + Un—an—r = LZTUQn +92 (_1)n+r UO
3. Un—‘,—anJ,-r - ﬁn_,,,Fn_T —= FQTUQ'R

4. n+rUn+s - vn—i—s[jn—i-r - 2‘/0 (_1)n+r Fs—r (1 + 5)

6. VnJranJrr + f/nernfr =2 (_1)n+7’ % + L2r‘72n
7. Vn-{—an-l—r - Vn—an—r = 5Fr02n

8. f/n—l—an—&-t + Vn+tFn+r = 2U2n+7‘+t - (_1)n+t LUy
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Ispat

7
1. L,=F, 1+ F,1veV, => L, e, 6zdeslikleri kullanilarak
0

s§=

Un—l + Un—i—l - Un—l + 8Uvn + Un+1 + 5Un+2
7 7
= Z (FnJrsfl + Fn+s+1) es + Z (Fn+s + Fn+s+2> €s

s=0 s=0

7 7
= E Ln+s€s +e E Ln+s+1€s
s=0 s=0

= Vn+5Vn+1
=V,

elde edilir.

Un—i—an—H’ + Un—TLn—T = (Un-‘rr + 6Uvn-l—r—‘,—l) Ln—‘rr + (Un—r + gUTL—T-f—l) Ln—’/‘

= UnJranJrr + Unernfr + € [Un+r+1Ln+r + Uan»anfr]
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Ispat iki kisimda inceleyelim. Once reel kismu ele alalim.

Un+an+r + UTL*TLnfr =

Kmanﬂ - Bt

a—f3 ) (a"a™" + 57"

a*a™ T — g
+< B

a—B )(““”+BW“W}

. afa2nt?r — ﬁ*ﬁQn—l—ZT afa2n2r _ B*BQn—QT
B {< a—f ) N ( a—f )

s (£22) e (222

. Oé*a2n+2r o ﬁ*ﬁQn—l—ZT a*a2n—2r . ﬁ*ﬁ2n—2r
R K a—p ) i ( a—f )

+2(=1)"" (a; - g*)]

_ r r a*a2n_ﬁ*52n . a*_ﬁ*
_(a2+52)( P >+2(—1) (a——ﬁ)
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Ikinci olarak dual kisim;

a*an+r+1 _ /B*Bn—&-r—}—l
Un+r+1Ln+r + Unfr+1Lnfr =

— 5 ) (&*&n+r 4 5*ﬁn+r)

_+(wa"”1—57%TH)(MWM”+ﬂVW”ﬂ

a—p
-
e
o ()
e (247)

Birinci ve ikinci kisim birlestirilirse;

— r - I Oé*CKQ”_ﬁ*ﬁQ” Q*Oé2n+1—5*52"+1
= (o +62)_( a—3 )+5( o )}

n+r [ a* _6* (X*O[—ﬁ*ﬁ
+2(-1) _<a—6)+f( o H

elde edilir.
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Un+7‘Fn+r - Uvnfanfr = (Un+r + €Un+r+1)Fn+r - (Unfr + €Unfr+1)anr

= Un—H“Fn—i-r - Un—T’Fn—r + 5(Un+r+1Fn+r - Un—r—l—an—r

B |:<Oé*an+r_ﬂ*5n+r an+r_6n+r
- (=) (=)
B (&*&n—r _ 5*571—7“) o™ T — ﬁn—r
) (=)

a*antrtl — 5*6n+r+1 a™tr — /Bn+r
() (=)

B (&*&n—r+1 _ 5*5n—r+1 a" — 571—1”
) =)
B (Oé21“_52r a*a2n_ﬁ*52n
- (=) (=)
a2r _ 521" CV*CY2n+1 _ 6*62n+1

=[(5=) (=)
B (QZT_ﬁQT Oé*Oé2n—ﬁ*/82n
- (=) [5=5)

a*a2n+1 _ 5*5211—&—1
(=)

= Iy (Usn + €Usni1)

= FZT‘UQn

elde edilir.

36



[ n—+r (/ n+s [ TL+S[1 n—+r ) ( : )
) ( n-—rs € n—-rs ) ( n—rs n+s n—-rr7 T
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