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1. GIRIS

Aristo mantigina gore bir sey ya vardir ya yoktur, ya iyidir ya kotii, ya siyahtir ya
beyaz, ya 0 dir ya da 1... Ifadeler arasinda net, keskin bir gegis vardir. Kesin
sonuglarla ayiramadigimiz yargilar arasinda kalan degerleri kullanabilmemiz igin
bulanik mantiga ihtiya¢ duyulmustur. Kesinlikten daha cok aitlik kavramini savunan

Zadeh [20], bulanik kiimeler teorisini ortaya ¢ikarmustir.

Zadeh’in bulanik mantigina gore hayatta sadece varlik (1) ve yokluk (0) olarak ug
smirlar yoktur. Ornegin, hizli giden araglarm alt hiz limitinin 100 km/s oldugunu
varsayalim. Klasik mantiga gore, herhangi bir ara¢ hizlt midir, sorusuna yanit, aracin
alt sinir degerine bakilarak verilir. Arag 99 km/s hizla gitse bile klasik mantiga gore
ara¢ yavastir. Bulanik mantik ise aracin kag km/s hiz ile hareket ettigini sormaktadir.
Yani klasik mantik gibi hizli giden araca 1, yavas giden araca 0 degerini vermez.
[0,1] araliginda ki daha esnek ve hassas degerleri kullanir. 99 km/s hizla giden bir
araca yavas demez yani 0 degerini vermez, 0.1 hizdadir seklinde ifade eder. Bu

mantik sayesinde her alanda daha hassas veriler elde edilir.

Ayni durum kiimeler i¢inde gecerlidir. Klasik kiimelerde bir nesne kiimenin ya
elemanidir ya da elemani degildir. Nesnelerin kiimelere ait olup olmama durumlari
arasinda keskin bir ge¢is vardir. Zadeh’e gore aitlik kavrami [0,1] aralig1 olarak
genellestirilmistir. Bulanik kiimelerde bir elemanin kiimeye ait olma fonksiyonu
Ha: X = [0,1] iken ait olmama fonksiyonu ise v,: X — [0,1] seklinde ifade edilir.
Burada Ki v4(x) degeri 1 — p,(x) e esittir. Boylece bir elemanin kiimeye ait olma
derecesi ve ait olmama derecesi toplami 1’e esit olmus olur. Fakat bu yaklasim
gercek hayatta karsilasilan uygulamalardaki belirsizligi ele almakta etkin bir yontem
degildir. Ciinkii ait olma ve ait olmama derecelerinin toplami 1°den kiigiik
olabilmektedir. Bu nedenle Atanassov [1] sezgisel bulanik kiimeleri, bulanik
kiimelere kararsizlik derecesini dahil ederek gdstermistir. Bu degeri m,(x) seklinde

ifade edebiliriz.



Sirketlerde personel se¢imi, ekonomi, robotik, kontrol sistemleri alani, bilgisayar ve
cebirsel yapilar gibi bircok alanda sezgisel bulanik kiimeler etkindir. Ornegin, pamuk
iretim ve isleme esnasinda olusan veya disaridan gelen gézden kacan yabanci
maddeler olusabilir. Bu tarz yabanci maddelerin ayirt edilmesinde kullanilan
metotlar hiz ve kalite agisindan verimli degildir. Gelisen sistemlerde kameradan
alman goriintiideki yabanci maddelerin belirlenmesi islemi i¢in sezgisel bulanik
mantik kullanilmistir. Giiniimiizde bu tarz {iriinlerde yabancit madde olup olmadigina
ilgili bolgede kalan goriintii parcasinin sayisal degerlerinin toplami degerlendirilerek
karar verilmis ve kararsizlik degerine gore yapilan denemeler sonucunda bir esik
degeri belirlenmistir. Bu sayede 6nceki ¢aligmalarin aksine sezgisel bulanik mantiga
dayanan bilgisayarlt goriis sistemi hiz ve kalite olarak ¢cok Onemli bir avantaj

saglamistir.

Sezgisel bulanik kiimelerin temeli ile hayattaki belirsizlikler ve tekdiize olmayan
durumlarin tanimlanmasi saglanmis, insanlarin karar verme siirecinde konunun biitiin
yonleri hakkindaki diisiincesi belirginlesmistir. Buna 6rnek olarak personel se¢im
stirecindeki TOPSIS ¢ok kriterli grup karar verme yontemini sdyleyebiliriz. Personel
secimi probleminde karar vericilerin, adaylarin kriterleri ne derecede sagladiklar
hakkindaki bilgilerini yansitmalarinda sezgisel bulanik kiimelerdeki fonksiyonlardan

yararlanmiglardir.

Sezgisel bulanik kiimeleri iceren sezgisel bulanik sistemler insanlar ve bilgisayar
sistemleri arasindaki iletisim i¢in mekanizmalar saglar. Bu mekanizmalar sistemin
calismasini etkileyen girisi degistirerek sistemin davranisini etkiler. Sezgisel bulanik
cikarim sistemleri, sezgisel bulanik giristen net ¢ikti elde etmek i¢in kullanilir.
Ornegin, bir 1sitic1 faninin sezgisel bulanik veri girisi ortam sicaklig1 ise ¢iktis1 da
fanin hizidir. Bu tarz g¢ikarim motorlarinda sezgisel bulanik mantik kurallar

uygulanarak durulama islemi gergeklestirilir.

Zadeh, klasik kiimelerin bir genellemesi olarak bulanik kiimeleri tanimladiktan sonra
bircok aragtirmaci bulanik kiimeler kavramini cebire ve topolojik grup teorisine
uygulamigtir. Atanassov bulanik kiimeleri genellestirerek sezgisel bulanik kiimeleri

tanimladiktan sonra da Coker [7], sezgisel bulanik topolojik uzayr ve diger bazi



kavramlart tanitmistir. K. Hur, H.W. Kang ve H.K. Song [12] sezgisel bulanik alt
grubu tanimlamistir. K. Hur, Y.B. Jun ve J.H. Ryou [13] sezgisel bulanik topolojik
grubu tanitmiglardir. Bu ¢alismada da sezgisel bulanik topolojik gruplar ve 6zellikleri

ayrintili bir sekilde ele alinacaktir.



2. SEZGISEL BULANIK KUMELER

Bu boliimde sezgisel bulanik kiimelerin tanimi verilip, bazi temel o6zellikleri

incelenecektir.

2.1. Sezgisel Bulanik Kiimeler ve Baz1 Temel Kavramlar

Bulanik A kiimesinde bir x elemanin kiimeye ait olma derecesi py(x) iken ait
olmama derecesi ise 1 — py(x) dir. Boylece ait olma derecesi ve ait olmama
derecelerinin toplam1 1 e esittir. Fakat bu yaklasim gercek hayatta karsilagilan
uygulamalardaki belirsizligi ele almakta etkin bir yontem degildir. Ciinki ait olma ve
ait olmama derecelerinin toplami birden kiiciik olabilmektedir. Bu nedenle
Atanassov, bulanik kiime teorisini genellestirerek sezgisel bulanik kiime teorisini

tanimlamistir.

Sezgisel bulanik kiime kavrami tanimlandiktan sonra bu kiime {izerindeki yapilar
bir¢ok aragtirmaci i¢in merak konusu olmus ve halen birgcok arastirmaci tarafindan

calisiilmaktadir.

Tamm 2.1.1: [1] X # @ bir kiime ve A € X olsun. py: X — [0,1] ve va: X — [0,1]

fonksiyonlar1 tarafindan karakterize edilen,

A ={{x, ma(x),va(x))| x € X}

kiimesine X de bir sezgisel bulanik kiime denir. Vx € X i¢in p,(x) degerine x in A
ya iiye olma derecesi, v, (x) degerine ise x in A ya iiye olmama derecesi denir ve
Vx € X igin,

0< pa(x) +v4(x) <1

sartt saglanir. X deki bir sezgisel bulanik kiime kisaca A = (x, py(x),va(x))
seklinde gosterilebilir.

Agikca goriilebilir ki her bir bulanik kiime,
A={(x, pa(0), 1 — pya(x)) x € X3



seklinde sezgisel bulanik kiime olarak ifade edilebilir. Ayrica,

ma(x) =1 = pa(x) —va(x)

seklinde tanimli m4: X — [0,1] fonksiyonuna A nin kararsizlik fonksiyonu, 74 (x)

degerine ise x noktasinin kararsizlik derecesi denir.

m4(x) degeri ne kadar kiigiikse x eleman1 hakkindaki bilgi goreceli olarak o kadar
kesindir ve m,(x) degeri ne kadar biiyiikse x elemani hakkindaki bilgi goreceli
olarak o kadar belirsizdir. m,(x) degeri 0 a esit oldugunda x elemani1 hakkindaki
bilgi kesindir. Bu durumda sezgisel bulanik kiime bir bulanik kiime olmaktadir. Yani

bulanik kiimelerde Vx € Xigin 14(x) = 0 olur.

Sezgisel bulanik kiimelerde tyelik derecelerinin geometrik yorumu su sekilde
gosterilebilir:

14(x)

)

&
v

L 4

va(x)

|
a(x)

Mg () 1—va(x)

Sekil 2.1. Sezgisel bulanik kiimelerin geometrik yorumu

Ornegin; Atanassov’un Johny ve Mary rnegini ele alalim. Johny ve Mary bir kutu
cikolata alir ve bu kutunun igerisinde 10 adet ¢ikolata vardir. Johny 7 ¢ikolata, Mary
de 2 ¢ikolata yer. Cikolatalardan 1 i de yere diiser. Sonra Mary’nin bir arkadas1 gelir
ve Mary ona c¢ikolata ikram edemeyeceklerini, ¢iinkii hepsini Johny’nin yedigini

sOyler.

Klasik mantik agisindan bakildiginda bu olaymn dogruluk derecesi {0,1} kiimesine
aittir. Buna gore, olaym gergekligi 0 dir. Ciinkii ¢ikolatalarin hepsini Johny yememis,

Mary’de cikolata yemistir.



Olay1 bulanik kiime mantigi ile degerlendirirsek, Johny 10 c¢ikolatadan 7 tanesini
yedigi i¢in Mary’nin ifadesinin dogruluk degeri 0,7 dir. Ancak Johny diismiis sekeri
alip misafire ikram etmek i¢in kutuya geri koyabilir. Bu durumda Mary’ nin
ifadesinin gergeklik degeri korunmus olup dogru olmama degeri ise 0.3 olur. Eger
cikolatayr misafir ya da Mary yemez ve Johny yerse dogruluk degeri 0.8 olarak
degisir. Boylece Mary’nin soziiniin dogruluk derecesi Johny’nin yapacagi eyleme
baghdir. Bu nedenle sezgisel bulanik kiimeler bize sorunun en dogru yanitini

verecektir. Johny’nin belirsizliginden dolay1 kararsizlik derecesi 0.1 olur.

Klasik bulanik kiimeler yalnizca bir geometrik yoruma sahip iken sezgisel bulanik
kiimeler farkli geometrik yorumlara sahiptir. Sezgisel bulanik kiimelerin en yaygin

kabul goren geometrik yorumu asagidaki gibidir:

Sekil 2.2. Kararsizlik degeri her iiye icin 0 olan sezgisel bulanik kiimenin (bulanik kiimenin)
geometrik gosterimi

Sekil 2.3. Kararsizlik degeri her tiye i¢in farkli olan sezgisel bulanik kiimenin geometrik
gosterimi



Asagida sezgisel bulanik kiimelerin farkli bir geometrik gosterimi verilmistir.

Ha

v

Sekil 2.4 Sezgisel bulanik kiime geometrik gosterimi

Diger yandan asagidaki durum sezgisel bulanik kiimeler i¢in yanlistir.

oy

s
<
.......

Sekil 2.5 Sezgisel bulanik kiime olmayan geometrik gosterimi
Tanmim 2.1.2: [1] X bostan farkli bir kiime olsun.

Hg: X — [0,1] fonksiyonu Vx € X igin pg(x) = 0 ve vy(x) = 1 olarak tanmimlanirsa

bos kiime,
0. ={{(x,0,1)|x € X},

ty: X — [0,1] fonksiyonu Vx € X igin py(x) = 1 ve vyx(x) = 0 olarak tanimlanirsa

X kiimesi



1. = {{x,1,0)|x € X}
seklinde sezgisel bulanik kiime olarak yazilabilir.
X deki biitiin sezgisel bulanik kiimelerin ailesi SB(X) olarak gosterilir.

Tamm 2.1.3: [3] X bostan farkli bir kiime olsun. A = {{x, ps(x),va(x))| x € X} ve

B = {{x, ug(x),vg(x))| x € X} sezgisel bulanik kiimeleri verilsin. Bu durumda,

i. ACBe VxeXicin pyu(x) < pg(x) vevy(x) = vg(x) (Kapsama)
ii. A =B & A € B ve B C A (Esitlik)
. A% ={(x, v4(x), na(x))| x € X} (Timleyen)
iv.  AAB={{x,min{ p,y(x), np(x)}, max{v,(x),vg(x)}|x € X}(Kesisim)
V.  AVB = {{x,;max{ p,(x), pp(x)}, min{v,(x),vg(x)})|x € X}(Birlesim)

dir.
Ornek 2.1.1: X = {a, b, c} kiimesi iizerinde A ve B sezgisel bulanik kiimeleri

A = {(a,0.7,0.3),(b,0.8,0.1),{c, 0.2, 0.8)}
B = {(a,0.5,0.5),(b,0.7,0.1),{c, 0.2, 0.6)}

seklinde tanimlansin. Buradan,

AvB = {{(a,0.7,0.3), (b, 0.8,0.1),{(c, 0.2, 0.6)}
AnB = {(a,0.5,0.5), (b, 0.7,0.1),{c, 0.2,0.8)}
A = {{(a,0.3,0.7), (b, 0.1,0.8), (c, 0.8,0.2)}

Tamm 2.1.4: [3] X bostan farkli bir kiime ve {A;|i € I} ailesi sezgisel bulanik
kiimelerin bir ailesi olsun. Bu durumda, sezgisel bulanik kiimelerin kesisimi ve

birlesimi asagidaki gibi tanimlanir:

i A4 ={(x min{uAi(x)},max{vAi(x)})| x € X}
ii.  VA; = {(x, max{uAi(x)},min{vAi(x)})| X E X}



Sonug 2.1.1: [1] X bostan farkli bir kiime olmak iizere A,B,C,D € SB(X) olsun.
Buna gore,

i. ACBveC<SD =>AvC<SBvDVveAANCSBAD

. ASBveACSC =>ACSBAC

iii. ASBveB<S(C AvBcC(C

iv. ACSBveBC(C>AccC

V. (AvB)=A°AB°, (AAB)¢ = A°v B¢

Vi ASB=B‘CA

vii. (A =4
viii.  (0)¢=1._
ix. (1) =0..

Tanmim 2.1.5: [3] X ve Y bostan farkli kiimeler ve f:X — Y bir fonksiyon olsun.

i.  B={y, ug(»),vg(¥))y € Y} kiimesi Y de bir sezgisel bulanik kiime olmak

tizere B nin f altindaki ters goriintiisii

f7HB) = {(x, f 7 (up) (), f T (wp) () x € X}

seklinde tanimlanir. Burada f~1(ug) = pg o f dir.

ii. A = {(x, na(x),v4(x))|x € X} kiimesi X de sezgisel bulanik kiime olmak

tizere A nin f altindaki goriintiisii

fA)={y )1 - fA-v)ONy€eY}

seklinde tanimlanir. Burada,

sup wa(x) , TN =0
fra)(y) = x&/710)
o, fflM=90

1—f(1—vA)(y)={"E}91f<y> @ . o) =0
1, =0



dir.

Ornek 2.1.2: [8] X = {x1,x,,x3} ve Y = {y;, y,} olmak iizere f: X — Y fonksiyonu,
f(x1) = f(x3) = y1, f(x3) = y, seklinde tanimlansin.

a) A={{x, uy(x),v4(x))x € X} = {{xq,0.4,0.2),(x,,0.6,0.3),(x3,0.7,0.1)}

sezgisel bulanik kiimesinin f altinda ki gorilintiisii

f(A) ={(y1,0.6,0.2),(y,,0.7,0.1)| y € Y}

sezgisel bulanik kiimesidir.

b) B ={y, ng(x),vg()y € Y} = {{y1,0.6,0.2),(y2,0.7,0.1)}
sezgisel bulanik kiimesinin f altinda ki ters goriintiisii

f~1(B) = {(x1,0.6,0.2),(x5,0.6,0.2), (x3,0.7,0.1)}
sezgisel bulanik kiimesidir.

Sonug 2.1.2: [6] X ve Y bostan farkli kiimeler ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Bu
durumda Vi € I i¢in A, A; € SB(X) ve B, B; € SB(Y) olmak iizere,

I A S Ay = f(4)) € f(42).
ii. B, SB,>f1(B)) S f (By.
i. A<
[Eger f birebirise A = f~1(f(4)) dir.]
iv. f(f71(B))cB.
[Eger f ortenise f(f~1(B)) = B dir. ]
v.  fTYVB) =Vf(B))
vi.  fTUAB) = AfTU(BY)
vii.  f(VA) =Vf(4).
viii.  F(AA) S AF(AY.

10



[Eger f birebirise f(AA;) = A f(4;) dir.]
ix.  Eger f ortenise f(1.) = 1_ dir.

X. f(0.)=0.
xi. 1)) =1.
xii.  f71(0.)=0.
xiii.  Eger f orten ise, [f(A)]¢ € f(A€) dir.

xiv.  f7HB9) = [fT'(B)]°.
Ispat: A = (x, 14, va), B = (¥, 15, Vs), A; = (X, U4, Va,), Bi = (¥, up, vg,) Olsun.

l. AlgA2:>,LlA1 S'UAZ VevAl ZvAZ

= fua,) < fua,)vel—vy, <1 -,
= f(ta,) < f1a,) ve f(1 = va,) < f(1 = va,)
:>f('uA1) Sf('qu)Vel_ f(]‘_vA1) = 1_f(1_vAz)

= f(A1) € f(4,) dir.

il By € B, = pup, < Up, V€ Vg, = Vp,

= £ (up,) < f7H(kp, ) ve 1—vp, <1 -y,
= (us,) < f (s, ) ve [T (1= wp,) < fFH(1—vg,)
= 7 (ug,) < f (g, )ve 1= (1—vp,) 21— (1-vg,)
= f~1(B,) € f~1(B,) dir.
ii. ) = FHF (G pa va))

=7 fra) 1= fFA —va))
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= (x'f_l(f(.uA))lf_l(l _f(l - UA)))
dir. Ayrica f1(f(1a)) = pq ve
FFfA-fA-v)=1-fHf(A-va)<1—(1—vy) =y

oldugundan A = (x, iy, va) gf‘l(f(A)) elde edilir.

iv. FUF®) = F(f (v, up, ve))

= U0 ), fH(WB))
= f((x, £ (up), f T (wp))

= f(f " (p)), 1= f(1 = f (vp))) dir.
Ayrica f(f7(up)) < up ve

1-f(1-f ) =1-f(F'A-vp))=1-(1—vp) =vp

oldugundan f(f~%(B)) S (y, ug, vg) = B elde edilir.

V. f_l(VBj):f_1 ((y'VHBj'/\ij))

= (Vig,), £ (Avg,))
= (V7 (g,), Af 7 (vs,))
=%,V 105 AVp1(z))

=V f'(B)).
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= (5, f 7 (Ang,) £ (Vs )
= A f 7 (1g,) VF (vg,))
= 00 A1) V V- (p))
=Af'(By).
vii. FOVAD = F((x,V ita,, Ava,))
=, f(Via) 1= F(1=Avy,))
= V() A1 = f(1—vs))
= U, () 1= f(1—va))
=V f(4).
[F(Via) = VF(ua) ve 1= F(1 = Ava) = 1= F(V(1 = vy)) =
1-VF(1-va)=A(1-F(1-vs)).]|
viii. FINAD = F((x, Apa,, Va))
=, f(Ama) 1= F(1=Vy))
< A f(ua) V(1= F(L=va)))
= A f(4)).
[F(Aa) < Af(na) ve 1= F(1=Vva) = 1—F(A(1 = va)) =

1-Af(1—-v,,) =V(1—f(1—VAi))]
IX. f2) = f({x,1,0))
= (f(x), f(1), £(0))
=(y,1,0) = 1_.
X. f@0.) = f(x,0,1)
= (f(x), f(0), (1))
=(y,01)=0_.
Xi. f7H1) = F{y, 1,0)
=(x, f~1(D), f71(0))
=(x,1,0)=1_.
Xii. f710.) = f'((y,0,1))
= (x, f71(0), f (1))
=(x,0,1)=0._
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xii. F(AS) = F(x, ta, v4)6)
=[x, vapa)) = v, f(a), 1 = f(1 = pa))
ve
[f (] = [f (x, ua, val]®
= [y, f(ua), 1 = fF(A —vp)]°
=1 - f(1—va), f(ua)).
Gerekli olan sonucu f nin 6rten olmasindan elde ederiz.
Xiv. fH(B) = f((y, up v)°)
= 'y, vg, us))
= {10, 7 Ws), £ (1))
= (%, V-1 Hy-1(m)
= [f'(B)]".

Tamm 2.1.6: f:X — Y bir fonksiyon ve A € SB(X) olsun. Eger f(x) = f(y) =

A(x) = A(y) (yani py(x) = pa(y) ve v4(x) = v,(y)) Onermesi saglaniyorsa A ya
f —degismez denir. A, f —degismez ise f~1(f(A4)) = A dur.

Tanmm 2.1.7: X bostan farkli bir kiime olsun. X de bir A sezgisel bulanik kiimesinin
destegi, A nin iiye olma ve iiye olmama derecesini sifirdan biiylik yapan noktalar

kiimesidir;

C=des(A) ={xeX|us(x) >0, vy(x) =0}
dir.

Tamm 2.1.8: X # @ olsun. X de bir A sezgisel bulanik kiimesi verilsin. A nin
cekirdegi, A nin liye olma derecesini 1 ve liye olmama derecesini 0 yapan noktalarin

kiimesidir;
cek(A) ={x € X[ pa(x) =1, vu(x) =0}

dir.
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Tamim 2.1.9: X bostan farkli bir kiime olsun. X de bir A sezgisel bulanik kiimesi

verilsin. A nin a —kesimi aA ile gosterilir ve
aA ={x € X|uy(x) = a,v (x) =0, pua(x) +vu(x) <1}
seklinde taniml1 kiimedir.
Ornek 2.1.3: X = {1,2,3,4} ve
A= {(x, pa(x),va(x))|x € X} = {(1,0.7,0.2),(2,0.8,0.2),(3,0,1), (4,1,0)}

olsun.

a) C=des(A) ={xeX|p,(x)>0, vy(x) =0} =1{1,2,4}

b) cek(A) ={x € X| ua(x) =1, va(x) = 0} = {4}

€) «a keyfi bir deger olup burada @ = 0,2 olarak alirsak, A nin a —kesiminin

kiimesi agagidaki gibi tanimlanir:

aA ={x € X|us(x) =0.2,v4(x) =0, py(x) +vylx) <1} ={1,2,4}.

Tamm 2.1.10: A,X de bir sezgisel bulanik kiime ve 0 <t+ s <1 olsun. Bu

durumda
XD = (x € X|pa(x) = tve vy (x) < s}
kiimesi A nin bir (¢, s) —seviye alt kiimesidir.
2.2. Sezgisel Bulanik Kiimelerden Bulanik Kiime Elde Etme Operatorii

Bu boliimde Atanassov’ un 1999 yilinda tanimladigr ve inceledigi sezgisel bulanik
kiime operatdrlerin tanimini1 verecegiz. Bu operatdrlerden, sezgisel bulanik kiimeyi,

bulanik kiimeye doniistiiren iki operator asagida tanimlanmustir.
Tamim 2.2.1: [1] X evrensel kiime, A € SB(X) olsun.
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. 0A = {(x, ua(x),1 — pa(x) ):x € X} = {{x, pa(x)):x € X}
ii. 04 = {{(x,1 —vy(x),va(x) ):x € X} = {{x,1 — v4(x) ):x € X}

Ornek 2.2.1: X = {a, b, c} kiimesi iizerinde A ve B sezgisel bulanik kiimeleri

A = {(a,0.7,0.3),(b,0.8,0.1),{c, 0.2, 0.8)}
B = {(a, 0.5,0.5),(b,0.7,0.1),{c, 0.2, 0.6)}

seklinde tanimlansin. Buradan

04 = {(a,0.7,0.3),(b, 0.8,0.2),(c, 0.2,0.8)}
0 A ={(a,0.7,0.3),(b,0.9,0.1),(c,0.2,0.8)}

Not 2.2.1: X evrensel kiime olmak tizere A bulanik kiime ise DA=A=¢( A olur.

Tamm 2.2.2: [1] X bir kiime, A € SB(X) olmak tizere 3x € X i¢in m4(x) >0 ise A

kiimesine 0z sezgisel bulanik kiime denir.
A kiimesi 0z sezgisel bulanik kiime ise, 04 c A c0 Ave OA # A #0 A dir.

Bu durum sezgisel bulanik kiimelerin, bulanik kiimelerin bir genellemesi oldugunu

gostermektedir.
Teorem 2.2.1: X bir kiime ve A € SB(X) olsun.

i. 0A = (0 A°)€

ii. 04 = (OA°)¢

iii. o(AvB) = oA v OB
iv. O0(AAB) = 0A AOB
V. 0 (AvB) =0Av (B
vVii O0(AAB)=0AA 0B
Vii. OoA =DA
vii. O0A=04

IX. 0OA =04
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X.

jspat:

Vi.

00A=0A dir.

0A = 0(x, pa(x),va(x0)) = {x, na(x), 1 — pa(x))
= (6,1 = pa(x), pa(IN®
= ({6 va(x), T = va())°
= ({6, 1 = v (x), va(x)))°
= ((0 (x, a(x), va (N = (0 A)°.

0A=0(x, pa(x),va(x)) = (x,1 = v (x), va(x))
= ({6, va(x), 1 = va(x)))°
= (01 = (), wa(0))*
= (% pa(x), 1 = pa(x)))®
= (O, 1a(x), va()N)¢ = (OA)*

0(AvB) = o{(x, max{ pa(x), up(x)}, min{vy(x),vp(x)}x € X}
= {{(x, max{ p,(x), up(XH|x € X}
= {(x, pa())x € X}v{{x, pp(x))lx € X}
= oA vOoB

0(AAB) = o{(x, min{ py(x), up(x)}, max{vy(x),vp(x)}x € X}
= {(x, min{ pa(x), up()}x € X}
= {{x, pa())x € XIa{(x, pp(x))lx € X}
=oOAAOB

0 (AvB) =0 {{x, max{ p,(x), np(x)}, min{v,(x),vp(x)}Ix € X}
= {{x, max{1 —v4(x),1 —vg(x)}Ix € X}
={{x, 1 = v,())x € X}v{{x, 1 —vp(x))|x € X}
=0Av 0B

0 (AAB) =0 {{x, min{ pu(x), up(x)}, max{v,(x),vg()}Hx € X}
= {{x, min{1l —v,(x),1 —vg(x)})|x € X}
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Vii.

viil.

= {{(x, 1 = v, ())x € XIa{{x, 1 — vp(x))|x € X}
=0AA OB

ooA = oo(x, pa(x),va(x))
= D(X, HA(X);l - I-lA(x))
=(x, pa(x)) =DA

O00A=00(x, ua(x),va(x))
= 0(x, 1 — v4(x),v,4(x))

=(x, 1—-v,(x))=0A

004 =0 0(x, pa(x),va(x))
=0 (x, HA(X);l - HA(X))
= (x, p(x))=DA

00 A =00 (x, pa(x), v, (x))

=0 (x, 1 —v4(x),v4(x))
=(x,1-v,(x))=0A4
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3. SEZGIiSEL BULANIK TOPOLOJIK UZAYLAR

3.1. Sezgisel Bulanik Noktalar
Tamm 3.1.1: [11] t,s € (0,1] ve t + s < 1 olsun. X in sezgisel bulanik noktasi

(t,s) , y=xise

Xt ) = { (0,1) , y # x ise

seklinde tanimlanan X de bir sezgisel bulanik kiimedir. Bu durumda x noktasina,
X(t,s) in destegi, t ve s degerlerine ise x(. ) in sirasiyla liye ve iiye olmama dereceleri
denir. A € SB(X) olmak iizere Vx € X igin t < pyu(x) ve s =v,u(x) ise xq

sezgisel bulanik noktas1 A ya aittir denir ve x(, ) € A yazilir.
X(t,5) sezgisel bulanik noktasi, x¢ sy = (x;, 1 — x;_5) seklinde gosterilebilir.

Teorem 3.1.1: A = (x, 1y, V4), X de bir sezgisel bulanik kiime olsun. Bu durumda

X(t,s) € A olmasi igin gerek ve yeter sart x, € py V€ x;_g € 1 — v, olmasidir.
Ispat: x4 €A © t <py(x) ve s =v,(x)

S t<uyx) vel—-s<1-v,(x)

S X EYy Ve X1_s E1—vy.

Teorem 3.1.2: A = (x,uu,V,) Ve B =(x, g, vg), X de sezgisel bulanik kiimeler
olsun. Bu durumda A € B olmas1 i¢in gerek ve sart X de ki herhangi x, ;) sezgisel

bulanik noktasi i¢in x(; ) € A V€ X(; sy € B olmasidur.

Ispat: A S B ve x5 €A olsun. t < pyu(x) < pp(x) ve s = v,(x) = vp(x) olur.
Boylece x(.s) € B dir. Tersine, herhangi bir x € X i¢in t = py(x) ve s = v,(x)
olsun. Bu durumda x5 €A dir. Hipotezden x5 € B olur. Bdylece

Ua(x) =t < pg(x) vevy(x) = s = vg(x) olup A € B dir.
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Teorem 3.1.3: A = (x, uu, v4), X de bir sezgisel bulanik kiime olsun. Bu durumda,
A= UX(t‘S)EA x(t,s)

dir.

Ispat: x5y = (x;, 1 — x;_g) igin,

Ux,, neaX@es) =(sup x,, inf 1—x;_¢)
(t.s) ¢ X1_s€E1-v
XtERA 1-s A

dir. Agiktir ki sup x; = py dir. Diger yandan sup x;_s = 1 — v, dir. Bundan

Xt€EUA X1-s€1-v4
dolayz,
vy=1— sup x;_¢= inf 1-—x;_g
xl_sel_UA xl_sel—vA

dir. Boylece,
Ux(t_s)eA X(t,s) = (X, Ha,Va) = A
olur.
3.2. Sezgisel Bulanik Topolojik Uzaylar ve Alt Uzaylar
Tamim 3.2.1: [17] X bos olmayan bir kiime ve T < SB(X) olsun.
i. O0.,1.€T
ii. VG;,G,€TigcinG, NG, ET

iii. {Gp:a€J}cTigcinUG, ET

ise T ye X iizerinde bir sezgisel bulanik topoloji denir. (X, T) ikilisine ise sezgisel
bulanik topolojik uzay denir. T nun elemanlarina sezgisel bulanik agik kiime,

sezgisel bulanik acik kiimelerin tiimleyenine de sezgisel bulanik kapali kiime denir.
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Bir X kiimesi tizerindeki tiim sezgisel bulanik topolojilerin kiimesi SBT (X) olarak

gosterilir.

Tamm 3.2.2: [10] (X, T) bir sezgisel bulanik topolojik uzay ve A € SB(X) olsun.

Buna gore
T,={(UNnA)eSBX):U €T}

kiimesine A iizerinde indirgenen(relatif) sezgisel bulanik topoloji denir. (A4, T,)

ikilisine de (X, T) nin sezgisel bulanik alt uzay1 denir.

Ornek 3.2.1: X = {1,2,3} olsun ve A ={(1,0.3,0.4),(2,0.4,0.5)}, X in sezgisel
bulanik kiimesi olsun. T ={0.,1.,{(2,0.4,0.5)},{(2,0.4,0.5),(3,0.4,0.5)}} , X
tizerinde bir sezgisel bulanik topolojidir. {(2, 0.4, 0.5)} ve {(2,0.4,0.5),(3, 0.4, 0.5)}
sezgisel bulanik agik kiime iken {(1,0.3,0.4)} sezgisel bulanik kapali kimedir.
Atizerinde indirgenmis sezgisel bulanik topoloji T, = {(UN A) € SB(X):U €T}
seklinde tanimlidir. Bu durumda, T, = {ON,A, {(2,0.4, 0.5)}}, A iizerinde indirgenmis

sezgisel bulanik topolojidir.

Tamm 3.2.3: (X, Tyx) ve (Y, Ty)sezgisel bulanik topolojik uzaylar ve f: X = Y bir
fonksiyon olsun. YV € Ty icin f~1(V) € Ty ise f ye sezgisel bulamk siirekli
fonksiyon denir. Eger VU € Ty i¢in f(U) € Ty ise f ye sezgisel bulanik agik

fonksiyon denir.

Tamm 3.2.4: (A, T,) ve (B, Tg) sirasiyla (X, Ty) ve (Y, Ty) sezgisel bulanik topolojik

uzaylarin alt uzaylari ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.

i. f(A)cB ise f,(AT4) dan (B,Tg) ye bir fonksiyondur denir ve
f: (A, Ty) = (B, Tg) seklinde gosterilir.
ii. VVEeETgicin fTY(V)NAET,ise f:(4,T,) - (B, Tg)ye relatif bir sezgisel
bulanik siirekli fonksiyon denir.
iii. VYUET,icin f(U)€Tgise f:(A,Ty) — (B, Tg) ye relatif sezgisel bulanik

acik fonksiyon denir.
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Teorem 3.2.1: (X,Ty) ve (Y,Ty) sezgisel bulanik topolojik uzaylar ve A C X ve
B cY olsun. Bu durumda f:X — Y siirekli fonksiyonu igin f(A) € B ise
f:(A,T,) - (B,Tg) bir relatif sezgisel bulanik siirekli fonksiyondur.

Ispat: V' € Ty olsun. Bu durumda V' =V N B olacak bigimde V € Ty vardir. f: X —
Y sezgisel bulanik siirekli ve V € Ty oldugundan f~1(V) € Ty dir. Diger yandan,
fFAWHYNA=Ff1V)n f~1(B) n A dir. Sonug 2.1.2 de ki (ii) ve (iii) den f(A) c
Bise A c f~1(B) dir. Boylece f71(V)YNA = f~1(V) n A olup fFIVYNAEe

T, dir. Sonug olarak f relatif sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.2: f: (X, Tx) = (Y, Ty) ve g: (Y, Ty) = (Z,T,) sezgisel bulanik siirekli
fonksiyonlar olsun. Bu durumda g o f: (X, Tx) = (Z,T;) sezgisel bulanik siirekli

fonksiyondur.

Ispat: Herhangi bir Z € T, sezgisel bulanik agik kiimesi verilsin. g fonksiyonu
sezgisel bulanik siirekli oldugundan g=1(Z) € Ty ve f fonksiyonu sezgisel bulanik

stirekli oldugundan,

971 @) = (g HM2) e Tx
olur. Sonug olarak g o f bileske fonksiyonu sezgisel bulanik siirekli fonksiyondur.

Teorem 3.2.3: (A4,T,), (B, Tg), (C,T¢) swrasiyla (X, Ty), (Y,Ty), (Z,T,) sezgisel
bulanik topolojik uzaylarin alt uzaylari, f: (4,T,) = (B,Tg) ve g: (B, Tg) = (C,T¢)
relatif ~ sezgisel  bulamk  siirekli ~ fonksiyonlar  olsun. Bu  durumda

gof:(A,Ty) - (CTe) relatif sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: f:(A,Ty) » (B, Tg) ve g:(B,Tg) = (C,T.) fonksiyonlar1 relatif sezgisel
bulanik siirekli ve W € T, olsun. g, relatif sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyon
oldugundan g~*(W) N B € Ty dir. Ayrica f, relatif sezgisel bulanik siirekli bir
fonksiyon oldugundan f~*(g~*(W) n B) N A € T, dir. Diger yandan,

A7 W nB)nA=fg W) nf(B)NA
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=@ N MW)NnfB)NA
=(go )T W)NnA,

Boylece (go f)"*(W)NA €T, dir. Sonug olarak g o f relatif sezgisel bulanik

stirekli bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.4: (A, T,), (B, Tg), (C,T;) swrasiyla (X, Ty), (Y,Ty), (Z,T,) sezgisel
bulanik topolojik uzaylarin alt uzaylari, f:(A,T4) = (B,Tg) ve g: (B, Tg) = (C,T¢)
relatif  sezgisel  bulantk  agik  fonksiyonlar  olsun. Bu  durumda
gof:(A,Ty) - (C,Te) relatif sezgisel bulanik agik bir fonksiyondur.

Ispat: f:(A,Ty) - (B,Tg) ve g:(B,Tg) — (C,T,) fonksiyonlarmm relatif sezgisel
bulanik acik ve U € T, olsun. f relatif sezgisel bulanik agik bir fonksiyon
oldugundan f(U) € Ty dir. Ayrica g, relatif sezgisel bulanik agik bir fonksiyon
oldugundan g(f(U)) = (g o f)(U) € T, dir. Bundan dolay1 g o f fonksiyonu relatif

sezgisel bulanik agiktir.

Tamm 3.2.5: (X, T) sezgisel bulanik topolojik uzay ve § c T olsun. VU € T igin
U =0.veyaU = U B’ olacak bigimde g’ c B var ise B ya T i¢in bir tabandir denir.

Ornek 3.2.2: (X, T) sezgisel bulanik topolojik uzay ve
B = {{{a,0.3,0.4), (b, 0.4,0.5)}, {(b, 0.4,0.5), {c, 0.7,0.1)}}
ailesi verilsin. 8 ailesi, X tizerindeki herhangi bir topoloji i¢in bir taban olusturmaz.

Varsayalim ki § ailesi, X tizerindeki herhangi bir T topolojisi i¢in taban olsun. § € T

oldugundan,
{{a, 0.3,0.4), (b, 0.4,0.5)},{(b, 0.4,0.5),(c,0.7,0.1)} € T

bulunur. Tanim 3.2.1 (ii) den,
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{{a, 0.3,0.4),(b, 0.4,0.5)} N {{(b,0.4,0.5),(c,0.7,0.1)} = (b,0.4,0.5) € T

olur. Bu ise (b,0.4,0.5) kiimesinin £ ailesinin elemanlarinin birlesimi olarak
yazilmasiyla gelisir. Sonug olarak £ ailesi, X tizerindeki herhangi bir T topolojisi i¢in

bir taban olusturmaz.

Tamm 3.2.6: (X, T) sezgisel bulanik topolojik uzay, A € SB(X) ve B c T, olsun.
VU € T, igin U = 0_veya U = U B’ olacak bigimde B’ c B var ise B, T, icin bir

tabandir denir.

(X, T) bir sezgisel bulanik topolojik uzay, f bir taban ve A € SB(X) olsun. Bu
durumda 8, = {U N A: U € B} ailesinin, T, nin bir taban1 oldugu agiktir.

Teorem 3.2.5: f: (X, Tx) — (Y, Ty) bir fonksiyon ve f, Ty nin bir tabani olsun. Buna
gore f nin sezgisel bulanik siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart VB € f igin

f~Y(B) € Ty olmasidur.

Ispat: (=) f fonksiyonu sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyon olsun. VB € S i¢in
p < Ty oldugundan, B € Ty olur. Buna gore f ~1(B) € Ty dir.

(&) V € Ty olsun. § < Ty oldugundan,

elde edilir. Ayrica,

f'W) = f'(Uier B) = User fH(BY)

olur.i € I ve B; € B igin f~1(B;) € Ty oldugundan f~1(V) € Ty olup f fonksiyonu

sezgisel bulanik siireklidir.

Teorem 3.2.6: [13] (A4,T,) ve (B,Tg) sirasiyla (X,Tx) ve (Y, Ty) sezgisel bulanik

topolojik uzaylarin alt uzaylar1 ve B’,Tg nin bir tabami olsun. Buna gore
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f:(A,T,) = (B, Tg) nin relatif sezgisel bulanik siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
VB' € ' i¢in f~1(B") N A € T, olmasidur.

Tamm 3.2.7: (X,T;) ve (X,T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar olmak iizere
ix: (X,T,) = (X, T,) birim fonksiyonu sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyon ise Ty,

T, den daha incedir (ya da T,, T; den daha kabadir) denir ve T, c T; yazilir.

Tamm 3.2.8: f: X = Y bir fonksiyon ve (Y, Ty) bir sezgisel bulanik topolojik uzay

olsun. Bu durumda, Ty nin f altindaki ters goriintiisii
Tp-1 = {f~1(U) € SB(X):U € Ty}
seklinde tanimlanir.

Boylece f: (X,Tf—l) - (Y, Ty) fonksiyonunu sezgisel bulanik siirekli kilan X

lizerindeki en kaba sezgisel bulanik topoloji Tf-1 olur.

Tamm 3.2.9: f: X — Y bir fonksiyon ve (X, Tyx) bir sezgisel bulanik topolojik uzay

olsun. Bu durumda, Ty in f altindaki goériintiisii
T ={U € SB(Y): f~'(U) € Tx}
seklinde tanimlanir.

Boylece f:(X,Tyx) - (Y, Tf) fonksiyonunu sezgisel bulanik siirekli kilan Y

lizerindeki en ince sezgisel bulanik topoloji T olur.

Tamm 3.2.10: {(X4,Yy)}ae; sezgisel bulanmk topolojik uzaylarm bir ailesi, X =
[lac;Xo ve (X,Tx) bir sezgisel bulanik topolojik uzay olsun. Va €] igin
Ty (X, T) = (X, Y,) izdisim fonksiyonlarini siirekli kilan X tizerindeki en kaba
sezgisel bulanik topoloji T olsun. Bu durumda T ye X iizerinde sezgisel bulanik
carpim denir ve T = [[y¢; Ty yazalir. (X, T) ye ise sezgisel bulanik ¢arpim uzayi

denir.
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Teorem 3.2.7: (X1,T;), (X,,T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar olsun. Bu
durumda YU, € Ty ve YU, € T, i¢in B = {U; X U,|U; € Ty, U, € T,}ailesi X; X X,

sezgisel bulanik ¢arpim uzayi icin bir tabandir.

j=1,..,n olmak iizere {Xj} bostan farkli kiimelerin bir ailesi ve Aj € SB(X]-)

olsun. Bu durumda 4 = ]_[;-‘=1Aj sezgisel bulanik kiimesi V (x4, ..., x;) € X,

Ha () = 1, () A A g, () Ve V() = vy, (1) Ve v g, (36)
fonksiyonlar1 tarafindan karakterize edilir.

Uyart 3.2.1: Tanim 3.2.10 ve Teorem 3.2.7 e gore eger X;, sezgisel bulanik topoloji
T; ye sahip ise Vj = 1, ...,n icin U; € T; iken X lizerinde Ki sezgisel bulanik garpim
topolojisi T, [1}=; U; seklinde tanimlanan bir tabana sahiptir.

Teorem 3.2.8: A; ve A, sirasiyla (X;,T;), (X5, T,) sezgisel bulanik topolojik
uzaylarin alt uzaylar1 olsun. A = A; X A, ve X = X; X X, olmak tiizere, m,(A) C A,
ve ,(A) c A, dir.

Ispat: x; € X; olsun.

p—nl(A)(xl) =11 (na) (x1) = sup {na(z1,22)}

z1,22)€my 1 (xq

= sup  {pa, (z1) A g, (22)}

(z1,22)€m, 71 (1)

= sup {na(z)}A sup {na(z2)} < wa(xq)

(z1,22)€m1 71 (1) (z1,22)€m1 1 (x1)

an(A)(xl) =m(va)(xy) = {va(z1,22)}

1
(z1,22)€my 71 (1)

B (21,Zz)g1%11:—1(x1){v141 (z1) v Va, (Zz)}

= inf va(z)} v f va(z2)} =2 valxy)

in
(z1.22)€m; 71 (x1) (z1,22)€m1 71 (x1)
Boylece my(A) € A; ve m,(A) c A, dir.

Teorem 3.2.9: (X4, T,), (X,,T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar, (X, T) sezgisel
bulanik ¢arpim uzay1 ve A, € SB(X;) , A, € SB(X,) olmak tizere A = (4; X A,)
olsun. (Al, (T4 1) ve (AZ, (T,) Az) indirgenmis sezgisel bulanik topolojik uzaylar ve
Uy € (T1)a, , Uy € (T3) 4, olmak iizere,
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B' = {U1 X U2|U1 € (T4, Uz € (TZ)AZ}
ailesi A lizerinde indirgenmis sezgisel bulanik topoloji T4 nin bir tabanidir.
Ispat:
B={U; xU)|U €T, Uy €Ty}

ailesi, T i¢in bir tabandir. Tanim 3.2.6 dan

B, ={(U1 xU) NAlU; €Ty, Uz €T},
ailesi, T4 i¢in bir tabandir. Diger taraftan,
Uy € (T, = Uy = U N Ay, Ul ET,;
ve
Uy € (Ty)y, = Uy, = U N Ay, U, €T,
olur. Boylece,
(Ui xUz)NA=(U;xUz) N (A; X 4)
= (Ui NnA) x(UzNAy)
=U, XU,
dir. Buna gore de B, = B’ diir.

Teorem 3.2.10: (X;,Ty), (X3, T,) ve (Y, Ty) sezgisel bulanik topolojik uzaylar,
(X = X; X X,, T) sezgisel bulanik ¢arpim uzay1 ve f:Y — X bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f: (Y, Ty) = (X,T) fonksiyonunun sezgisel bulanik siirekli olmasi igin
gerek ve yeter sart myo f:(Y,Ty) » (X1, Ty) ve myof:(Y,Ty) » (X3, T,)
fonksiyonlarinin sezgisel bulanik siirekli olmasidir.

(Xll Tl)
myof T
(¥, Ty) ——— (X,7)
Ty © f\ /”2

) (XZ ’ TZ)
Ispat:

(=)f:(Y,Ty) » (X,T) sezgisel bulanik siirekli ve U; € T; olsun. Bu durumda

m; Y(Uy) €T olur. Hipotezden f sezgisel bulanik siirekli oldugundan
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fY(m, 7Y (Uy)) € Ty dir. Dolayisiyla (my o £)™1(U;) € Ty olup my o f siireklidir.

7, o f nin de siirekli oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

(&) myof ve myof siirekli ve U€T olsun. U =m,"Y(Uy) nm,"1(U,) ve
U €Ty, U, €T, alalim. myof:(Y,Ty) = (X1,T;) sezgisel bulanik siirekli
oldugundan  (myo f)"*(U)) €Ty dir. Boylece f~(m,*(U)) €T, ve
7, 1(U,) € T oldugundan f siireklidir.

Sonug 3.2.1: {(Xa'TXa)}aE] , {(Y“’Tya)}aa sezgisel bulanik topolojik uzaylarn iki

ailesi ve X =[[ye; Xy Ve Y =[lge; Yy olmak iizere (X,Ty) ve (V,Ty) sezgisel
bulanik ¢arpim uzaylari olsun. Va € J igin f,: X, — Y, donisiimlerinin g¢arpimi
f = aey fa: X, Tx) = (¥, Ty) nin sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyon olmast i¢in
gerek ve yeter sart Va € ] icin f,: (X @ Txa) - (Ya, Tya) nin sezgisel bulanik siirekli

olmasidir. Burada Vx € [[4¢; X, icin f(x) = ( fu (na)) seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.11: (X;,Ty), (X,,T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar ve (X,T)
sezgisel bulanik ¢arpim uzayr olsun. A; € SB(X;) , A, € SB(X;) ig¢in
A=A xXA,, (Y,Ty) sezgisel bulanik topolojik uzay ve B € SB(Y) olsun. Bu

durumda f: (B,TYB) — (A, Ty) nin relatif sezgisel bulanik siirekli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart mqof: (B, TYB) - (Al,Tl(Al)) Ve myof: (B, TYB) - (AZ,TZ(AZ))

fonksiyonlarmin relatif sezgisel bulanik siirekli olmasidir.
fspat :

=)f: (B, TYB) - (A, Ty) relatif sezgisel bulanik stirekli olsun.
m: (X, T) » (X1,Ty) ve my: (X, T) = (X5, T,) nin sezgisel bulanik siirekli oldugu
agiktir. Ayrica Teorem 3.2.8> den 7, (4) c A, , m,(A) c A, olur. Teorem 3.2.9°dan,

w1 (4, Ty) - (Ap (Tl)Al) ve my:(A4,Ty) — (Az' (TZ)AZ)

dontisiimleri relatif sezgisel bulanik siireklidir. Boylece
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my e f: (B» TYB) - (A1, (T1)A1) Ve my o f: (B: TYB) - (Az, (TZ)AZ)
fonksiyonlar1 da relatif sezgisel bulanik stireklidir.

(=) meof ve myo f relatif sezgisel bulanik sirekli ve U =U; X U, ,
Uy € (T1)a, » Uz € (T)4, olsun. Teorem 3.2.9 dan T, igin bir taban olusturur. Diger

taraftan,
FYWNB = fY(n, '(U) N, (U,)) N B
= [ (W) 0 7 (r M (UD)] N B @

=[(m o HTHUD N (10 T UIINB

dir. Ty o f ve m, o f relatif sezgisel bulanik siirekli oldugundan, U; € (T;),, Ve

Uy € (T2)a, igin, (g0 f)'(U) NB € Ty, ve (myo f)~'(Uz) NB € Ty, ise

[(ry 0 FTNUD N (0 TN UINB E Ty,
olur. Boylece (1) den, f~*(U) N B € Ty, elde edilir. Dolasiyla f relatif sezgisel

bulanik stireklidir.

Sonug 3.2.2: {(Xj, TX].)} , {(Y], Tyj)} sezgisel bulanik topolojik uzaylarm iki ailesi ve
X =[laej Xo ve Y = [lge; Y, olmak iizere (X, Ty) ve (Y, Ty) sezgisel bulanik ¢arpim
uzaylar1 olsun. Vj=1,..,n icin A; € SB(Xj) , Bj€ SB(Y}) olmak Tzere

A =[Ij=14;, B =[Ij=, B; sirasiyla X ve Y nin sezgisel bulanik carpim uzaylari

olsun. Bu durumda egerVj = 1,...,nigin f;: <Aj, (TXj) ) - (B,-, (Tyj) ) relatif
4j Bj
n

sezgisel bulanik siirekli ise f = [Ij=; fj: (A, Ty A) - (B, TYB) carpim fonksiyonu

relatif sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.12: (X1,TX1); (Yl, Tyl), (XZ,TXZ), (Yz,TYZ) sezgisel bulanik topolojik
uzaylar ve (X = X; X X,,Ty), (Y =Y; XY, Ty) sezgisel bulanik ¢arpim uzaylari
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0|SUI’] Eger fl: (Xl’ TXl) i (Yl’ Tyl) ve fz: (Xz, TXZ) - (Yz, TYZ) SeZgisel bulanik

acik ise f = f; X f, carpim fonksiyonu da sezgisel bulanik agiktir.

Ispat: B ={U; xU, € SB(X)|U; €Ty, U, €Ty, } ve O0.#UE€ETy olsun.
B ailesi Ty in bir taban1 oldugundan U = U B’ olacak bigimde B’ c B vardir. B’ niin
her bir elemami U; X U, seklinde vyazilabildiginden B’ ailesini J tarafindan

indekslenen {U, o x Uz,a}aE] olarak alabiliriz. Buna gére U = Uge;(Upq X Uzg)

dir.

y €Y, f~1(y) # @ alahm. Bu durumda

Wy = fF)) = sup (@) = SUp Wy, (v, oxs,4) (2

zef~1(y) zef~1(y)

= sup {SUpu(wauM)(Z)}

zef~1(y) Lae]

:sup{ sup { sup [HUlja(Z1)/\UU2,a(Zz)]}}

a€] \ziefi (v 226651 (v2)

=sup{ sup Uy, , (z1) A sup uUZa(ZZ)}
ae] \zieff () z1€f7 1Y)

IJf1(U1 a)(yl)Aufz(Uz @) (yz)} - Sup {uf1(U1 a)*f2(Uq, a)(y)}

- HUozej(f1(U1,oz)><f2(U2,oz)) (y)

ve
ey ) = fwy)(y) = E]}nlf( )UU(Z) = Efil_llf(y) vuaej(uljaxuzja)(z)

B ZE}EIlf(y) {gg V(U1,axU2,4) (Z)}

= mf{ inf {
aej (z;eff 1 (yy) Zzefz 1()’2)

[vU1 « (Z1)V17U2 « (Zz)]}}

=inf{ inf v z)v inf v Z }
B L2l Pona )Y 0L P (72)

= (1125 {vf1(U1,a) (Y1)va2(uzla)(3’2)} = clzrelg {vfl(Ul,a)sz(Uz,a) (y)}

= ane](f1(U1,a)><f2(U2,a)) (y)
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dir. Béylece f(U) = Uge; (fl(Ul,a) X fZ(UZ,a)) olur. f; ve f, sezgisel bulanik agik
Oldugundan fl(Ul,a) € Tlve fZ(UZ,a) € Tz dir. Buna g('ire fl(Ul,a) X fZ(UZ,(Z) € Ty

dir. Dolayistyla Uye) (fl(ULa) X fZ(UZ,a)) € T, olup f sezgisel bulanik agiktir.

Teorem 3.2.13: (Xy,Tx,), (Y1, Ty, ), (X2, Tx,), (Y2, Ty,) sezgisel bulanik topolojik
uzaylar ve (X,Tx) , (Y,Ty) sezgisel bulanik c¢arpim uzaylart olsun.
A=A, XA, veB = B; X B, sirastyla X ve Yde sezgisel bulanik ¢arpim uzaylari
olmak tzere f;:A4; —» B, ve f;:A, — B, relatif sezgisel bulanik agik ise

f = fi X fy:(A,Ty) = (B, Tg) carpim fonksiyonu da relatif sezgisel bulanik agiktr.

Ispat: B ={U; x U, € SB(X)|U, € Ty,,U, € Ty,} olsun. Teorem 3.29 dan
B ailesi, Ty nin bir tabamidir. U € T, alahm. Bu durumda U B’ = Uolacak bigimde
B’ c B vardir. Boylece B’ ailesini {Ul,a X UZ'“}aEJ olarak yazabiliriz. Buna gore

U=Uge/(UpqXUpq) dir. Teorem 3212 nin ispatinda oldugu gibi

fWU) = Ugey (f1(U1,a)xf2(U2,a)) dir. f; ve f, relatif sezgisel bulanik agik

oldugundan f(U) € Ty dir. Sonug olarak f relatif sezgisel bulanik agiktir.

Lemma 3.2.1: (X;,T;) ve (X, T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar olsun. Buna
gore Vx, € X, i¢in c(x;) = ay € X; seklinde tanimlanan c: (X,, T,) — (X4, T,) sabit

fonksiyonu sezgisel bulanik siireklidir.

Ispat: U € T, Ve x, € X, olsun. Buna gore
o1y (x2) = ¢ Huy) (x2) = pyelxz) = ny(ag)

dir. Benzer sekilde v.-1¢)(x;) = vy(ae) dir. py(ay) = a ve vy(ag) = B olsun.
Capy V1 diisiinelim. U € SB(X,) iken a+ f <1 dir. Buna gore Cp), X, de
sezgisel bulanik agik kiimedir. Diger yandan p.-1(y)(x;) =a = Me o (x,) ve
Ve-1y)(x2) = B = e, 5 (x2) dir. Boylece ¢ '(U) = Ciqp) dir. Bu yiizden

¢ 1(U), X, de sezgisel bulanik agik kiimedir. Bundan dolay1 ¢ sezgisel bulanik

sureklidir.
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Teorem 3.2.14: (X;,T;) ve (X, T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar ve (X,T)
sezgisel bulanik c¢arpim uzayr olsun. Va, € X; igin i(x,) = (aq,x,) seklinde
tanimlanan i: (X,,T,) = (X,T) fonksiyonu V x, € X, i¢in sezgisel bulanik siirekli

bir fonksiyondur.

Ispat: Lemma 3.21 den Vx, €X, icin i;(x,) =a; seklinde verilen
i1: (X3, T,) = (X1, T;) sabit fonksiyonu sezgisel bulanik siireklidir. Diger yandan
iy: (X5, T,) = (X5, T,) birim fonksiyonu da sezgisel bulanik siireklidir. Boylece

Teorem 3.2.10 dan i sezgisel bulanik stireklidir.

Teorem 3.2.15: (X, T;) ve (X,,T,) sezgisel bulanik topolojik uzaylar ve (X, T)
sezgisel bulanik c¢arpim uzayr olsun. A; € SB(X;) ve A, € SB(X,) olmak
A=A XA, X de sezgisel bulanik ¢arpim uzayr olsun. Vx, € X, igin
Wa, (a1) = pga,(x2) Ve vy, (aq) < vy,(x;) esitsizligini saglayan a; € X; vardir. Buna
gore Vx, € X, i¢in i(x,) = (aq,x,) seklinde tanimlanan i: (Az, (T,) Az) - (A, T,)

fonksiyonu relatif sezgisel bulanik siireklidir.
Ispat: (x1,x,) € X olsun. Buna gére,

, Sup W, (x3),  i7M(xq, %) # @ ise
Mica,) (X1, X2) = i(HAz)(xpxz) = (X2 €17 (X1,x2)
0' i_l(xll xZ) = @ ise;

_ { Wa,(x2),  x1 =a, ise
0, X, # a, ise,

ve

Cinf v, (xp),  iTM(xg,xp) # @ ise
vi(Az)(xLXZ) = i(vAz)(xl'xZ) = xZEL_l(xl,xz)
0, 7 (xq,x) = O ise

_ { vy, (X2), X1 = ayise
0, X, # a4 ise.
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Diger yandan py,(xq,x;) = Ha, (x1) A Ha, (x2) Ve va(xqy, %) = V4, (x) v V4, (x2)
dir. Hipotezden, p4(xy,x3) = pg,(xz) Ve v4(xg,x3) < vy, (xz) olur. Boylece
Ha (g, x2) = Wiy (X1, X2) Ve v4(xq, X2) < vi(a)(x1,x7) dir. Bu yiizden i(4) c A
dir. i nin relatif sezgisel bulanik siirekli oldugu Teorem 3.2.14 de Kkine benzer sekilde

gosterilebilir.
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4. SEZGISEL BULANIK ALT GRUPLAR

Bu boliimde ilk olarak bulanik alt grupoid tanimlanmis ve bazi temel Gzellikleri
verilmistir. Devaminda sezgisel bulanik alt gruplar tanimlanarak cesitli 6zellikleri
incelenmistir.

4.1. Sezgisel Bulamik Grupoid

Vx,y € G igin xy € G ise (G,-) bir grupoiddir.

Tamm 4.1.1: (G,-) bir grupoid ve A,B € SB(G) olsun. Bu durumda A ve B nin
sezgisel bulanik ¢carpimi A o B, Vx € G igin

sup {ua(¥) A up(2)}, yz = x ise
Maop(X) =y Yz=* _
0 , Yz #+ Xx ise
ve
inf {v,(y) v vg(2)}, yz = x ise
Vgop(X) =1 V27X
1 , yzZ # x ise

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1.1: x5 Ve Y sy » (G,-) grupoidinde sezgisel bulanik noktalar ve

A, B € SB(G) olsun. Bu durumda

i X(t,s) ° J’(t/,sr):(xy)(t/\t’,svsl)
i.  AoB=Uxggen (X ® Yorsn)

Y(tr,sn€EB

dir.

34



jspat:

i. z € G olsun. Bu durumda,

— Sup {ux(t,s) (x’) A uy(u’S’) (yl)}’ x’y’ _, ise
lJ‘x(t.s)"y(ty,s/) (Z) =3 x1yr=z

0 , x'y' # zise

_{ tat'" , xy = zise
B 0 , xy=+zise

ve

xXI1yr=z

inf {vx x)vwv (y’)} x'y' = zise
ts) Y(trsn ’
Va e ysn (2 {

1 , x'y' # zise

_{ svs' , xy = zise
1 , Xy # zise

dir. Boylece X(t,s) © y(t,_s,):(xy)(tAtr_svs,) olur.

ii.  C=Uxeyea (X ° Yarsy) ¢EG Ve a,b €G igin a.b =c olsun. Bu
Y(trsnEB

durumda,

Haep(c) = sup {min{p,(a),us(b)}}

a.b=c

= sup - sup {min {“x(t.s>(a)'“y(t',s')(b)}}

a.b=c x(t‘S)EA,
y(tl‘SI)EB

= pc(c).

Aya(@) va(@) € A Ve D(upm) vp(y) € B Icin,

he@= sup  sup {min{py,, (@, 1y, , )]

x(t‘s)eA,y(t/‘S/)eB a.b=c
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= sup sup {min {ux(m) (a);uy(t,JS,)(b)}}

a.b=c X(ts) €A,
y(tI’SI)EB

< i , b }}
e {mm {u *(na(@ wa(@) @k (up® .vB(b>)( )

sup {min{p,(a) , ug(b)}} = pgop(c)

a.b=c

Bu durumda py.5(c) = pe(c). Benzer sekilde v4.5(c) = v oldugu gosterilebilir.

Bundan dolay,

AoB = U X(t,5)EA (x(t,s) ° y(t’,s’))'
y(t’,S’)EB

A kiimesi G grupoidinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Vx,y € G igin x,y € A

ise A ya G nin bir alt grupoididir denir.

Tamm 4.1.2: G bir grupoid ve A, G nin bostan farkli bir sezgisel bulanik alt kiimesi

olsun. Eger Ao A c A ise A ya G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi denir.

Tamm 4.1.2" : (G,-)bir grupoid ve A, G nin bir sezgisel bulanik alt kiimesi olsun. Bu

durumda x,y € G igin pu(xy) = pa(x) Apa(y) ve va(xy) < va(x) Voy(y) ise A,
G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi olarak tanimlanir.

Teorem 4.1.2: [11] (G,-) bir grupoid ve A, G nin bostan farkli bir sezgisel bulanik alt

kiimesi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

i. A, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoididir.
ii. X(t,s) Y(trs) € A i¢in X(ts) ° Versn) € A dir, yani (4,0) bir grupoiddir.

i, x,y € Xigin py(xy) = pa(x) A pa(y) ve va(xy) < vy(x) v vy (y) dir,

Teorem 4.1.3: [15] 4, (G,-) grupoidinin bir sezgisel bulanik alt grupoidi olsun.

islemi G de birleymeli ise "o" iglemi de A da birlesmelidir, yani
X(t,5) Y(tr,s1)r Z(trnsi) € A i¢in

('x(t;s) ° y(t’,s’)) © Z(ti,sm) = X(t,s) ° (y(tl,sl) ° Z(tu,su))-
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islemi G de degismeli ise "o " islemi de A da degismelidir, yani
X(t,s)r Y(t1,s1) €A lgln

X(t,s) © V(tr,sr) = Y(tr,sr) © X(t,s)-

iii. "+ "islemi G de e birime sahip ise V x5 € A i¢in

€1,0) ° X(ts) = X(ts) T X(t.s) ° €(1,0)-
4.2. Sezgisel Bulanik Ideal

Tamm 4.2.1: [3] G bir grupoid ve A, G de bir sezgisel bulanik kiime olsun. Bu
durumda A4,

. x,y €Gicin A(xy) = A(y) yani pa(xy) = pa(y) ve va(xy) < vu(y) ise G
nin bir sezgisel bulanik sol ideali,

ii.  x,y €Gicin A(xy) = A(x) yani py(xy) = pa(x) ve va(xy) < vyu(x) ise G
nin bir sezgisel bulanik sag ideali,

iii.  hem sol hem de sag ideal ise A ya G nin bir sezgisel bulanik ideali

denir.

Aciktir ki A nin G de bir sezgisel bulanik ideal olmasi icin gerek ve yeter sart

Vx,y €G igin pyu(xy) = pa(x) Apa(y) ve vya(xy) < vy(x) vvy(y) olmasidir.
Diger taraftan bir sezgisel bulanik ideal, G de bir sezgisel bulanik alt grupoiddir. 4, G

nin herhangi bir sezgisel bulanik alt grupoidi ise V x € G igin py(x™) = py(x) ve

n n _—_
v,(x™) < vy(x) olur. (x =xox x)

n tane

Teorem 4.2.1: G bir grupoid ve (t,s) e I xI ile t+s <1 olsun. A,G nin bir

sezgisel bulanik alt grupoidi veya A, G nin bir sezgisel bulanik ideali ise G [Et's) bir alt

grupoid veya G nin bir idealidir.

I. A, G nin bir sezgisel bulanik altgrupoidi ise Gjt’s), G nin bir alt grupoididir.

ii. A, G nin bir sezgisel bulanik ideali ise Gf’s), G nin bir idealidir.
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jspat:

. . . 1 - (t,s)
(=) 4, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi oldugunu varsayalim ve x,y € G,

olsun. Bu durumda,

wa(x) = t,vy(x) <svep,(y) =t,v,(y) <s.

A, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi iken,
Ha(xy) = pa(x) A pa(v) Ve v (xy) < vy(x) v s (y).

Boylece py(xy) >t ve vy(xy) < s dir. Bu yiizden, xy € Gjt’s) dir. Bundan dolay1

G, G nin bir alt grupoididir.

(&) A,G nin bir sezgisel bulanik sol ideali oldugunu varsayalim ve x € G ve
y € Gf’s) olsun. Bu durumda p,(y) =t ,v4(y) < s dir. 4, G nin bir sezgisel bulanik
sol ideali iken py(xy) = pa(y) ve va(xy) < pyu(y) dir. Boylece py(xy) =t ve
v,(xy) < s olur. Bu yiizden xy € G dir. Bundan dolay1 Gjt's), G nin bir sol idealidir.
Benzer sekilde Gﬁt’s) nin G nin bir sag ideali oldugu gosterilebilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.2.2: G bir grup ve T < G olsun. O halde y, T nin karakteristik fonksiyonu
olmak tizere, A = (xr, xrc), G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi veya bir sezgisel
bulanik ideali olmasi igin gerek ve yeter sart T kiimesinin G nin bir alt grupoidi veya

bir ideali olmasidir.
Ispat: x,y € G igin,
xr(xy) = xr () A xr(y) ve xre(xy) < xpe(x) v x7rc(y)

ise 4, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoididir. x, y € G i¢in X7 (x) = X;(y) = 1 ise
Xr(xy) =1dir.x,y € Tiginxy € T ise T, G nin bir alt grupoididir. Benzer sekilde

X,y € G i¢in,
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xr(xy) = xr(y) ve xre(xy) < xre(y)
ise A, G nin bir alt grupoididir.

VxeGvey€Tiginxy €TiseT, G nin bir sol idealidir. Benzer sekilde kalanlar

kolayca kontrol edilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3: f:G — H fonksiyonu bir grupoid homomorfizmi ve B, H nin bir

sezgisel bulanik kiimesi olsun.

i. B, H nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi ise f~*(B), G nin bir sezgisel
bulanik alt grupoididir.

ii. B, H nin bir sezgisel bulanik ideali ise f~1(B), G nin bir sezgisel bulamk

idealidir.
Ispat: i. Tanim 2.1.5 ten,
f1B) ={f " (us), f ' (wp)).
x,y € G olsun. Bu durumda,
e-1my (xy) = 71 (p) (xy) = pp(f (x))
= us(f(X)f(¥)) (f bir grupoid homomorfizmidir.)
> up(f(0) Aus(f()
= () ) A £ () (¥)
ve
V-1 (xy) = fHwp) (xy) = vp(f (xy))
= va(f(x)f(¥)) (f bir grupoid homomorfizmidir.)
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< vp(f(x) vvs(f(»))
=fwe) () v W) )
olur. Bundan dolay1 f ~1(B), G nin bir sezgisel bulanik alt grupoididir.
ii. I. ye benzer sekilde gosterilir.

Tamm 4.22: A€SB(X) ve TcG nin bir alt grupoidi olsun. Eger
A(ty) = Uger A(t), yani

Ha(to) = sup pa(t) ve vy(ty) = infv,(t)
teT teT

olacak bigimde t, € T varsa, A ya sup 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 4.2.4: f:G — H fonksiyonu bir grupoid homomorfizmi ve A,G nin sup

ozellige sahip bir sezgisel bulanik kiimesi olsun.

I. A, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi ise f(A), H nin bir sezgisel bulanik
alt grupoididir.

ii. A, G nin bir sezgisel bulanik ideali ise f(A),H nin bir sezgisel bulanik
idealidir.

Ispat: i.y,y' € H olsun. Bu durumda asagidakilerden birisi gergeklenir:

a) [T =0, O =0,
b) f =0, f1) =0,
) ffM =0 fO)#9,
d =0 fo)H=9,

Burada sadece a) y1 ispatliyoruz. A sup 6zellige sahip oldugundan,

Z)= Ssu x),v,(z)) = inf wvu(x
wa(2) xef—P(y)(uA( ), va( )) xef () 4 ()
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ve

wa(z) = sup )(IJA(XI)»UA(Z’)) = va(x")

inf
xtef~1(yr xref~t(yn

olacak icimde z € f~1(y) ve z' € f~1(y") vardir. Bu durumda,

ey YD) = fF) vy = L Up Ha (2) 2 pa(2z") = na(2) A pa(2)

= ( sup HA(X)> A ( sup HA(x')> = f(La) ) A fu) )

xef~H(y) x'ef~1(y)

ve

vy YY) = fw) yy) = xefi_r}(fyy,) v4(2) < v,(22") < va(2) v v,u(2)

= ( inf vA(x)) v (x’eji’rlg(y) vA(x’)) =) v )

xef~1(y)
ii. 1 ye benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.5: f: X — Y bir fonksiyon ve A= {A € SB(X)|A, f — degismez } olsun.

Bu durumda f, A ve SB(f (X)) arasinda 1-1 esleme yapan bir fonksiyondur.
Sonug¢ 4.2.1: f: G — H bir fonksiyon ve
A = {A, G nin sezgisel bulanik alt grupoidi|4, f — degismez ve sup ozellige sahip}

olsun. Bu durumda f, ‘A ve f(G) nin sezgisel bulanik alt grupoidi arasinda 1-1

esleme yapan bir fonksiyondur.
4.3. Sezgisel Bulamk Alt Gruplar

Bu boliimde G iizerinde sezgisel bulanik alt grubu tanimladiktan sonra bazi temel

ozelliklerini inceleyecegiz.
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Tanmm

4.3.1: G bir grup ve A, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi olsun. Bu

durumda Vx € G igin py(x™1) = pu(x) ve vu(x™1) <w,(x) ise A, G nin bir

sezgisel bulanik alt grubudur denir.

Teorem 4.3.1: G bir grup olsun ve A, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoidi olsun. Bu

durumda,

fspat.‘

Ornek

Uy, G nin bulanik bir alt grubu ise OA = (U4, 1 — W), G nin bir sezgisel
bulanik alt grubudur.

A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu ise u, ve 1 — v4 , G nin bir bulanik alt
gruplardir.

A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu ise OA ve ¢ A, G nin bir sezgisel

bulanik alt grubudur.

U4 , G nin bir bulanik bir alt grubu olsun. Bu durumda Vx € G i¢in
wa(x™1) = pu(x) dir. Dolayisiyla 1 — py(x™1) < 1 — py(x) olup buradan
Hac(x™1) < pye(x) dir. Boylece A = (x,pa,1—py), G nin bir sezgisel
bulanik alt grubu olur.
A = (x,14,V4), G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olsun. Bu durumda
Vx € G i¢in
ta(x) < pu(x™1) oldugundan py, G nin bir bulanik alt grubudur.
va(x) = v,(x71) ise,

1-v,(x)<1—v,(x™D)

Ve(x) S vge(x™)

v4¢(x), G nin bir bulanik alt grubudur.
A = (x, 1y, V4), G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olsun. Bu durumda ii den
U4, G nin bir bulanik alt grubudur. (i) den OA = (x, uu, 1 — Hy), G nin bir

sezgisel bulanik alt grubudur.

431: (Z,+) toplamsal grubunu disinelim. O0#n€Z igin

A = (g, v4):Z — I X I sezgisel bulanik kiimesi

42



A(0) = 1.

1
— ; nteksaytise
_ 2
uA(n) - 2
3 ngift saytise
1 .
— ; ntek saytise
_) 3
UA(n) - 1
T ngift saytise

seklinde tanimli olsun. Bu durumda A, Z nin bir sezgisel bulanik alt grubu olur.

Teorem 4.3.2: G bir grup ve T < G olsun. T nin karakteristik fonksiyonu y, olmak
tizere, A = (x, Y, Xrc) nin G nin bir sezgisel alt grubu olmasi igin gerek ve yeter

sart T kiimesinin G nin bir alt grubu olmasidir.
Ispat: A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olsun. x, y € G icin,
xr(xy) = xr(x) A xr(y) ve xre(xy) < xre(x) V xr¢(y)

dir. x,y € G igin, yr(x) = yr(y) =1ise yy(xy) =1dir. x,y €T igin xy € T ise
T, G nin bir alt grubudur.

Teorem 4.3.3: {A;};¢;, G nin sezgisel bulanik bir alt gruplarmin bir ailesi olsun. O

halde A;c; A;, G nin sezgisel bulanik bir alt grubudur.
Ispat: A = AiejA; ve x,y € G olsun. Buna gore A = {nellf M4, ,SUP vAi} dir.
t i€eJ

Ha(xy) = pa(x) Apg(y) dir. Boylece vy(xy) < va(x) Vou(y) oldugunu

gostermek yeterlidir.

va(ey) = sup v, (29) < sup vy [0, () V o4, )]
1€ lE
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= sup vy, (x) Vsup vy, (y) = v,(x) Vu(y).
lej 1ej]

Bundan dolay1 A;¢; A; , G nin sezgisel bulanik bir alt grubudur.

Teorem 4.3.4: A, G grubunun bir sezgisel bulanik alt grubu olsun. Bu durumda
Ao A= Adm.

Ispat: G bir grup ve 4,G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olsun.V x(. s € G igin,
Tanim 4.1.1 den

sup {pa(x) A pg(x)}, V(x,x) € G X G igin xx = x ise
Haoa(x) = Jxx=x

0 , XX # x ise

_{ tat , xx = xise
0 , xx+#xise

ve

inf {v,(x) v v,(x)}, V(x,x) € G X G icin xx = x ise
Vgos(x) = {xx=x

1, XX # x ise

_{ SVS , Xxx = x ise
1 , xx =+ xise

dir. Bundan dolay1 A o A = A dur.

Teorem 4.3.5: [19] A ve B bir G grubunun herhangi iki sezgisel bulanik alt grubu

olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir:

I. Ao B, G nin sezgisel bulanik alt grubudur.
ii. AoB = BoAd.

Teorem 4.3.6: G birim elemani e olan bir grup ve A, G nin bir sezgisel bulanik alt

grubu olsun. Bu durumda, Vx € G igin
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I pa(x™) = pa(x) ve vy (x™) = v4(x)

il a(e) = pa(x) ve vy(e) < vu(x)

dir.

Ispat: i.Vx € G igin,

Ha(x) = pa((x™D ™) 2 pa (71 = pa ()

ve
va(x) = va((TD™) S v (7 < v (x)

dir.
ii. Vx € G i¢in,

a(e) = pa(ex™) = pa () Apa(x™) = pa(x)
ve

va(x™h) = v (x) ve va(e) < wy(x)

dir.

Teorem 4.3.7: A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu ve e, G nin birim eleman: olsun.

Bu durumda

Gy ={x € Glua(x) = pa(e) ve vy (x) = vu(e) }

kiimesi G nin bir alt grubudur.

Ispat: X,V € Gy olsun. Bu durumda wa(x) = pa(y) = pule),

v4(x) = v4(y) = v4(e) dir. Buna gore,
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maCey™) = paCo) Apay™)
= pa(x) A pyu(y) (Teorem 4.3.6 dan)
= pa(e) Apale) = pale)
ve
va(xy™) S va(x) v )
= v4(x) vvy(y) (Teorem 4.3.6 dan)
= va(e) vva(e) = vale)
olur. Diger taraftan, p,(xy~1) < uu(e) ve vu(xy™1) >wv,(e) dir. Boylece
wa(xy™) = py(e) ve vy(xy™1) = vy(e) elde edilir. Dolayisiyla xy~1 € G4 olup

Gy, G nin bir alt grubudur.

(G,") bir grup olmak iizere Vx € G igin p,(x) = xa ve 1,(x) = ax seklinde tanimli
Pe: G — G fonksiyonlarina Va € G igin G nin kendi i¢inde sag ve sol doniisiimleri

denir. Bu durumda p;! = p,-1 ve A3 = 1,-1 oldugu agiktir.

Teorem 4.3.8: Eger A,G nin bir sezgisel bulanik alt grubu ise Vx € G, i¢in
P (A) = 1,(A) = A dr.

Ispat: a € G4 ve x € G olsun. Bu durumda
Hpa(A)(X) = Pa () (x)
= Vyepz1eo Fa(V) = Vazp,m)=ya Fa(¥) = Vy=xa-1 La(¥)
> pa(xa™) = pa(0) Apala™) = pa(x) = pa(xa™'a)
> pa(xa™) npga(a) = palxa™) apyle) = py(xa™)
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= Vy=xa—1 wa(y) = Vyepgl(x) wa(y) = Hpa(A)(x)
dir. Boylece p,_4) = Hy4 oOlur. Diger yandan,
Vp(a)(X) = o (V4) (%)
= Nyepz10 Va() = NAe=po)=ya Va(V) = Ny=xa-1 va(y) = va(xa™t)
<) vvala™) = va(x) vugle) = v4(x) = va(xa=ta)
<vy(xa ) vyu(a) = vy(xa ) vvyle) = va(xa™)
= Ny=xa-1Va(¥) = Nyepzi) Va(y) = Vp ) (X)

dir. Boylece v, 4) = v4 Olur. Bu ylizden p,(A) = A esitligi elde edilir. Benzer
sekilde A,(A) = A saglanir. Bundan dolay1 p,(A) = 4,(A) = A olur.

Teorem 4.3.9: A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olsun. p,(xy~1) = py(e) ve

va(xy™) = vy(e) ise x,y € G igin p, (x) = pa(y) ve vy (x) = vy (y) dir,
Ispat: x,y € G olsun. Bu durumda,
a(x) = wa(Cey™y) = malxy™) A pa ()
= pale) Apa(y) = pa(y).

Diger taraftan, Teorem 4.3.6 dan

raCey™) = wa((yx™) ™) = pa(yx™)

olur. Dolayisiyla

ma() = pa(x™)x) = parx™) A pa () = pa(ey™) A pa(x)
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= pale) A pg(x) = pa(x).

Boylece pu(x) = pyu(y) elde edilir. Benzer sekilde v4(x) = v,4(y) oldugu

gosterilebilir.

Teorem 4.3.10: A nin G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart x,y € G igin py(xy™) = pa(x) Apg(y) ve va(xy™) < va(0) Vv (y)

olmasidir.

Ispat: (=) A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu olsun. x,y € G igin,
maCey™) 2 g Apa (™) = () A ()

ve
va(xy™) S va() Vo (™) S va(0) v ua (0)

dir.

(=) xy€A icin, paxy™) = pa() Apa(y) ve va(xy™) S v () V ua(y)

olsun. Bu durumda
a(xy) = malxyyy™) = naC) Apary =ty ™)
2 () Apary™) Aua)
2 Pa() Apa) Apa(y) Apa(y)
= ua(x) Apa(y)
ve
va(xy) = v,(eyyy ™) v () Voayy Tty

<) Vvr,(yy Hvu,(y)
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S va(x)Va(y) Va(y) Vu(y)

= va(0) Vua(y)

dir.

Teorem 4.3.11: iki sezgisel bulanik 6z alt grubun birlesimi G grubu olamaz.

Ispat: A ve B bir G grubunun sezgisel bulamk 6zalt gruplar olsun. AUB = 1_,
A+1. ve B # 1. oldugunu kabul edelim. Bu durumda
AUB = {(x,u v g vgavg) olup pyviug =1 ve vy Avg =0 olur. Dolayisiyla

uy = 1veyapg =1vev, = 0veyavg = 0. Bu ise kabulliimiiz ile gelisir.

Teorem 4.3.12: A bir sonlu G grubunun sezgisel bulanik bir alt grupoidi ise 4, G nin

bir sezgisel bulanik alt grubudur.

Ispat: x € G olsun. G sonlu oldugundan x, n sonlu mertebeye sahiptir. Bu durumda
e, G nin birim eleman: olmak iizere x™ = e dir. Boylece x~* = x™ 1 olur. 4, G nin

bir sezgisel bulanik alt grupoidi oldugundan,

Ha(x™) = pa(x™™ 1) = wa (6™ 72x) = pa(x)

ve

va(x™D) = v (™) = v (0" 72x) < vu(x)

dir. Dolayisiyla A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubudur.

Teorem 4.3.13: A bir G grubunun sezgisel bulanik bir alt grubu ve x € G olsun. Bu
durumda Vy € G icin py(xy) = pa(y) ve vy(xy) = v4(y) olmast igin gerek ve

yeter kosul p,(x) = py(e) ve vy(x) = v4(e) olmasidir.
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jspat:

(=) VyeaGiginpy(xy) =ps(y) ve vu(xy) =vy4(y) olsun. Bu durumda
Hy(x) = pye) ve vy(x) = vy(e) oldugu agiktr.

(=) pulx) = pyle) ve vy(x) =vy(e) olsun. Bu durumda Teorem 4.2.6 dan
Vy € G icin py(y) < puu(x) ve vy(y) < vy4(x) dir. A, G nin bir sezgisel bulanik alt

grubu oldugundan pyu(xy) = pa(x) Apu(y) ve vu(xy) < vya(x) vv,(y) dir
Boylece Vy € Gicin pyu(xy) = pa(y) ve va(xy) < vu(y) olur. Diger taraftan
Teorem 4.2.6 dan,

A () = ua(x ™' xy) = pa(x) A pa(xy)

ve
va(y) = va(xtxy) < va(x) v va(xy)

dir. Vy € G igin pyu(x) = pa(y) ve vy(x) < v,(y) oldugundan py(x) A py(xy) =
wa(xy) ve va(x) vvy(xy) = vy(xy) elde edilir. Boylece Vy € G igin py(x) =

Ha(xy) Ve v4(x) < vu(xy) olur. Sonug olarak py(xy) = ps(y) ve vy(xy) = va4(y)
dir.

Teorem 4.3.14: f:G — H bir grup homomorfizmi, A ve B sirasiyla G ve H nin

sezgisel bulanik alt gruplari olsun.

i. Eger A 6zalt gruba sahip ise bu durumda f(A), H nin bir sezgisel bulanik alt
grubudur.
ii. f~1(B), G nin bir sezgisel bulanik alt grubudur.

fspat.'

I. Teorem 4.2.4 ten f(A), G nin bir sezgisel bulanik alt grupoididir.
vy € f(G) icin,
Wy = Wpay V) Ve vy (Y < vpay ()
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oldugunu gostermemiz yeterlidir.
y € f(G) olsun. Bu durumda f~1(y), G nin bostan farkli bir alt grubudur.
A 0zalt gruba sahip oldugundan

Xg) = SuU t)yvev,(xg) = inf wv,(t
K (xo) tef_lp(y) a(6) 4(%0) tef () 4(t)

olacak bicimde x, € f~1(y) vardir. Boylece,
W@ D =f)@™) = sup  pa®) = palxgh) = palo)

tef~1(y™1
= Hra) )
ve
v D = flu)y™) = tef—i?(g—l) V() S va(xp") < vu(x0)

= Vra) ).
dir. Dolayisiyla f(A), G nin bir sezgisel bulanik alt grubudur.
ii. Teorem 4.2.3 ten f~1(B), G nin bir sezgisel bulanik alt grupoididir.
Vx € G igin

fABGE™H = B

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

x € G olsun. Bu durumda,
ey (D) = 7 up) (7)) = wp(f(x™h)
=15 ((F()) ) 2 1a(f () = W10y ()

ve
Ve (D) = ) () = vp(f(x )

-1
= ((f(0)) ) < v (@) = v-15 ()
dir. Dolayistyla f~*(B), G nin bir sezgisel bulanik alt grubudur.

Teorem 4.3.15: G, mertebesi p asali olan bir devirli grup olsun. Bu durumda A nin
G, grubunun bir sezgisel bulanik alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart bostan

farkl1 Vx € G, igin py(x) = pa(1) < pys(0) ve vy (x) = v4(1) = v4(0) olmasidur.
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jspat:

(=) A, G, nin sezgisel bulanik bir alt grubu ve V 0 # x € G, olsun. Bu durumda

X,y € Gy igin

Ha(xy) = pa(x) A pa(y) ve vy (xy) < va(x) v s (y)

dir. G, p asal mertebeye sahip devirli grup oldugundan G, = {0,1,2, ...,p — 1} dir.
x, 1 in toplami ve 1, x in toplami iken pyu(x) = pua(1) = py(x) ve
v(x) < v4(1) < vy(x) dir. Boylece py(x) = pya(1) ve vy(x) = v,4(1) esitliklerini
elde ederiz. 0, G, nin birim eleman: iken p,(x) < p,(0) ve v4(x) = v4(0) dir. Bu

nedenle gerekli kosullar saglanmis olur.

(&) Gerekli kosullarin saglandigini varsayalim ve x,y € G, olsun. Bu durumda

asagidaki dort duruma sahibiz:

x#0,y#0vex =y
x#+0,y=0
x=0y+0

R

x#+0,y#0vex #y.

1.durumun saglandigini varsayalim. Bu durumda hipotezden

Ha(x) = pa(y) = na(1) < pa(0) ve vy (x) = v4(y) = v4(1) = v,(0)

olur. Bu yiizden,

Ha(x —¥) = pa(0) = pa(x) A pa(y) ve vy (x —y) = 14(0) < v4(x) v v,(y).

2.durumun saglandigini varsayalim. x — y # 0 oldugundan hipotezden

wa(x —y) = pa(x) = pa(1) < pga(0) = pua(y)
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ve
va(x —y) = v(x) = v4(1) = v4(0) = v4(y)
olur. Bu yilizden
Ha(x —¥) = pa(x) A pa(y) ve va(x — y) < vy (%) v vy (y).
2.durum, 3. duruma benzer sekilde gosterilir.
4.durumun saglandigin1 varsayalim. x — y # 0 oldugundan hipotezden
ma(x =) = ua(x) = s (¥) = 1a(1) < 1y (0)
Ve
va(x —y) = va(x) = va(y) = v,(1) = v4(0)
olur. Bu yiizden
maCx =) 2 ua(x) Apa(y) ve va(x — y) < wa(x) v va(y).

Hepsinde p (x —y) = pa(x) A pua(y) ve vy(x —y) < vy(x) vvy(y) dir. Bundan
dolayr Teorem 4.2.7 ten A, G, nin sezgisel bulanik bir alt grubudur.

Teorem 4.3.16: A, bir G grubunun sezgisel bulanik bir alt grubu olsun. Bu durumda

V(t,s) €I X Iigint < py(e),s = v,(e) olmak iizere G\**, G nin bir alt grubudur.

Ispat: G* nm bostan farkli bir kiime oldugu agiktir. x,y € G olsun. Bu

durumda,

wa(x) = t,va(x) <svep,(y) =2t,v,(y) <s

dir. A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubu oldugundan,
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Ha(xy) = ua(x) Apg(y) 2 tvevy(xy) S vu(x) vy(y) <s

olur. Bu yiizden xyEGf’s) dir. Diger taraftan p,(x71) > pu(x) =t ve

va(x™1) < v,(x) < s dir. Dolayisiyla x* € G{* dir. Béylece G{“, G nin bir alt

grubudur.

Teorem 4.3.17: A, bir G grubunun sezgisel bulanik bir alt grubu olsun &yle
Kiv (t,s)elxlIile(ts)<A(e)igin Gjt's), G nin bir alt grubudur. Bu durumda A,

G nin bir sezgisel bulanik alt grubudur.

Ispat: x,y € G igin pyu(x) = py, v4(x) = q; Ve pa(y) = p2, va(y) = g olsun. Bu
durumda x € Gjpl’ql) ve y € Gjpz'qZ) oldugu agiktir. p; < p, ve q; > q, oldugunu
varsayalm. Bu durumda GP>% c GP*% olur. Bundan dolayr y € GP*9? dur.
Gjpl'ql), G nin bir alt grubu oldugunda xy € Gflpl’ql) olur. Bu durumda p,(xy) = p,
ve v4(xy) < qq olup pa(xy) = pa(x) Apg(y) ve va(xy) < va(x) voa(y) dir
Vx € G igin p,(xy) = t Ve v,(xy) = s olsun. Bu durumda x € G{* olur. ¢,

G nin bir alt grubu oldugundax~! € Gf's) olur. Bu yiizden py(x™1) = py(x) ve

vu(x™1) < v,(x) dir. Sonug olarak A, G nin bir sezgisel bulanik alt grubudur.
4.4, Sezgisel Bulanik Normal Alt Gruplar ve Boliim Alt Gruplar

G bir grup ve A, G nin alt grubu olsun. Eger Vx € G igin xA = Ax oluyorsa A alt

grubuna G nin normal alt grubu denir.
Tamim 4.4.1: A, bir G grubunun sezgisel bulanik bir alt grubu olsun. Bu durumda
X,y € G icin py(xy) = pa(yx) ve vy(xy) = v,(yx) ise A ya G nin bir sezgisel

bulanik normal alt grubudur denir.

Teorem 4.4.1: A, bir G grubunun sezgisel bulanik bir kiimesi ve B, G nin bir sezgisel

bulanik normal alt grubu olsun. Bu durumda A e B = B o A dur.
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Teorem 4.4.2: A, bir G grubunun sezgisel bulanik normal alt grubu olsun. B, G nin

sezgisel bulanik alt grubu ise B o A, G nin bir sezgisel bulanik alt grupoididir.

Ispat: Tanim 4.1.2 ve Teorem 4.3.1ten (Ao B) o (B o A) € B o A dir. Bu yiizden B o
A ,G nin sezgisel bulanik alt grupoididir. Ayrica Teorem 4.2.1 den Vx € G i¢in
Hpoa(x™1) = Ugos () dir. Bu yiizden vg,,(x™1) < vp.4(x) oldugunu gdstermemiz

yeterli olacaktir. x € G olsun. Buna gore,
Vgoa(X™1) = Ayzex-1[vp () v, (2)]
= Ag-1y-1=x[vp((P ™)™ v vu((z7H™D)]
< Ap-ty-1=[vp(y ™) v 4 (z71)]
= V05 (%) = Vpop (X).
Bundan dolay1 B o A, G nin sezgisel bulanik alt grupoididir.

Teorem 4.4.3: G bir grup, A ve B, G nin sezgisel bulanik normal alt gruplari olsun.

Bu durumda A o B, G nin sezgisel bulanik normal alt grubudur.

Ispat: Teorem 4.2.5 ten A o B, G nin sezgisel bulanik alt grubudur. a, b € G olsun.
Bu durumda ab = xy olacak bicimde x,y € G vardir. Boylece b = a~lxy olup

ba = (a'xa)(a"lya) dir. AveB,G nin sezgisel bulantk normal alt gruplar

oldugundan,

(A e B)(ab) = (pa.p(ab), va.p(ab))
= (Vab=xy[La (A (V)] ) Aap=xy[va(x) v v5(3)])
= < Via=(a-1xa)a-tya)[Ha (@ xa) app (@~ ya)],

/\abz(a—lxa)(a—1ya)[UA(Q_lxa) vV Vp (a_lya)] >
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= (HAOB (ba) » VhoB (ba))
= (A°B)(ba)
dir. Boylece A o B, G nin sezgisel bulanik normal alt grubudur.

Teorem 4.4.4: A, G nin bir sezgisel bulanik normal alt G grubu ise G, G nin bir

normal alt grubudur.

Ispat: Teorem 4.2.7 den G4, G nin bir alt grubudur. x € G4 ve y € G olsun. Buna

gore,
maxy ™) = w0y ™) = m (™ rx) = () = pale)
ve
vaxy ™) = va()y ™) = va(y 7 rx)) = va(x) = vale).
dir. Boylece yxy~! € G, olur. Bundan dolay1 G, , G nin normal bir alt grubudur.

Eger A, G nin normal bir alt grubu ise A = (x, x4, xac) sezgisel bulani1 kiimesinin G
nin bir sezgisel bulanik normal alt grubu oldugu ve G, = A esitliginin saglandigt

agiktir.

Tamim 4.4.2: A, G nin bir sezgisel bulanik bir normal alt grubu olsun. Bu durumda

G /G, bolim grubu A ya gore X in sezgisel bulanik boliim alt grubudur.

Teorem 4.4.5: ¢: G — G /G4 olsun. A, G nin bir sezgisel bulanik normal alt grubu ve

B € SB(G) ise 9 (¢(B)) = G, » B dir.
Ispat: x € G olsun. Buna gore,

Ho=1(p(8) (X)) = 07 (o)) (0) = e (9(X) = ¢(up) (9 (%))

56



= V(p(y)=<p(x) P-B(y) = ny‘leGA P-B(y)

ve

Vp1(p5) X) = 7 (Ve(@)) ) = vy (0 () = 9 (W) (0(x))
= Np)=o@) VB(Y) = Axy-1e6, V5 (V).
dir. Diger yandan,
MG 108 () = Vayerlbe, (@) A ts ()] = Vacxy-1e6, 1)
ve
V6,408 (%) = Npy=x|V6,(2) v (D] = Agexy-1e6, VB ()

olur. Boylece Vx € G igin u¢—1(¢(3))(X) = Hg 0p(x) Ve v(p—l((p(g))(x) = Vg ,05(X)

dir. Bundan dolay1 ¢ (¢(B)) = G, © B dir.

57



5. SEZGISEL BULANIK TOPOLOJiK GRUPLAR

Bu bolimde ilk olarak sezgisel bulanik topolojik grup tanimlanacak ve bazi
ozellikleri incelenecektir. Daha sonra sezgisel bulanik topolojik gruplar arasinda
homomorfizm fonksiyonunun 6zellikleri arastirilacaktir. Son olarak sezgisel bulanik

boliim ve ¢arpim topolojik gruplari tanimlanarak ilgili bazi teoremler verilecektir.

5.1. Sezgisel Bulanik Topolojik Gruplar ve Ozellikleri

Teorem 5.1.1: G, X de bir sezgisel bulanik alt grup ve a: X X X - X ve g: X - X

relatif fonksiyonlar olsun. Herhangi bir x, y € X i¢in,

alx,y) =xy ve f(x) =x"1

seklinde tanimli olsun. Bu durumda a(G X G) < G ve B(G) < G dir.

Ispat: z € X olsun. Buna gore,

Ha(axa)(z) = a(ugxe)(2) = sup Uexc (2, y) = sup [ug(x) A ug(¥)]

(xy)ea=1(z) z=xy
< ug(xy) = pg(2)
ve

va(GxG)(Z) = a(vgxe)(2) = exc(x,y) = Zizrgcfy[vc(x) vre(y)]

inf v
(xy)ea=1(z)
> vg(xy) = vg(2).

Bundan dolay1 a(G X G) c G dir. Benzer sekilde B(G) < G oldugu gosterilebilir.
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G, X in bir sezgisel bulanik alt grubu ve (X, T) de sezgisel bulanik topolojik uzay
olsun. Bu durumda Tanim 3.2.1 den, (G, T;), (X, T) uzaymda sezgisel bulanik agik
uzay ve (G,T;) X (G,T;) uzayr da (X,T) X (X,T) de bir sezgisel bulanik agik

uzaydir.

Tamm 5.1.1: (X, T) sezgisel bulanik topoloji ve G, X in bir sezgisel bulanik alt grubu
olsun. (G,Tg), (X, T) tizerinde sezgisel bulanik agik uzay olsun. Asagidaki sartlar

saglantyorsa G ye X iizerinde bir sezgisel bulanik topolojik grup denir.

i. a:(G,Ty) x (G, T;) = (G, Ts), a(x,y) = xy fonksiyonu relatif sezgisel
bulanik siireklidir.
i. B:(G,T) - (G, Tg) , B(x) =x"1 fonksiyonu relatif sezgisel bulanik

sureklidir.

Teorem 5.1.2: (X,T) bir sezgisel bulanik topolojik uzay ve G,X in bir sezgisel
bulamik alt grubu olsun ve y:XxX - X fonksiyonu Vx,y €X i¢in
y(x,y) = xy~1 seklinde tanimli olmak iizere G nin sezgisel bulanik topolojik grup
olmasi i¢in gerek ve yeter sart y: (G, T;) X (G, Tg) = (G, Tg) fonksiyonunun relatif

sezgisel bulanik stirekli olmasidir.

Ispat:

(=) G, X izerinde sezgisel bulanik topolojik grup olsun. Tanim 5.1.2 den
a:GXG—->G ve f[:G—G relatif sezgisel bulanik siireklidir.  Ayrica,
y =ao (1y X B) oldugu y(G X G) c G den agiktir. Sonug 3.1.2 den 1y X g relatif
sezgisel bulanik siireklidir. O halde a o (1x X 8) da relatif sezgisel bulanik

stireklidir. Bundan dolay1 y da relatif sezgisel bulanik siireklidir.

(<) Teorem 4.3.6 dan Vx € X i¢in ug(e) = pg(x) ve vg(e) < vg(x) dir.
Teorem 3.2.15 ten Vy € X i¢in i(y) = (e,y) seklinde tanimhi i:G - G X G
fonksiyonu relatif sezgisel bulanik siireklidir. Ayrica f = y o i oldugundan g relatif

sezgisel bulanik siireklidir. Boylece 1y X 8 da relatif sezgisel bulanik siirekli ve a =
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y o (1x X B) olur. Dolayisiyla a da relatif sezgisel bulanik siirekli olup G, X

tizerinde sezgisel bulanik topolojik gruptur.

Tamm 5.1.2: [19] (A, T4) ve (B,Tg) sirasiyla (X, Ty) ve (Y, Ty) sezgisel bulanik

topolojik uzaylarmin alt uzaylari ve f: X — Y birebir ve orten bir fonksiyon olsun.

I. Eger f, sezgisel bulanik siirekli ve sezgisel bulanik agik ise f ye sezgisel
bulanik homeomorfizm denir.

ii. Eger f:(A,Ty) = (B, Tg) relatif sezgisel bulanik siirekli, relatif sezgisel
bulanik agik ve f(A) = B ise f ye relatif sezgisel bulanik homeomorfizm

denir.

G bir (X, T ) sezgisel bulanik topolojik uzaymin sezgisel bulanik alt grubu olsun.
Genel olarak pg, 4., @ € X doniistimleri (G,T;) nin kendi igine relatif sezgisel

bulanik siirekli fonksiyonlar degildir. Ancak, asagidaki gibi 6zel bir durum vardir.

Teorem 5.1.3: X bir grup, (X, T ) bir sezgisel bulanik topolojik uzay ve G, X de bir
sezgisel bulanik topolojik grup olsun. Va € X, igin p,, A, doniistimleri (G, Tg) nin

kendi igine relatif sezgisel bulanik homeomorfizmdirler.

Ispat: Teorem 4.3.8 ten Va € X; icin p,(G) =1,(G) =G dir. a € X; ve
i:G = G x G fonksiyonu Vy € X i¢in i(y) = (a,y) seklinde tanimlansin. Buna gore
Aqg = acoidir. a € G, oldugundan pg;(a) = pg(e) ve vg(a) = vg(e) dir. Boylece
VyeX icin pg(a) =ps(y) ve vg(a) <vg(y) dir. Teorem 3.2.15 den
i: (G, Tg) - (G,Tg) X (G, Tg) relatif sezgisel bulanik siireklidir. Hipotezden, «
relatif sezgisel bulanik siireklidir. Bu yiizden 4, relatif sezgisel bulanik siirekli olur.
Ayrica, Az = A,-1 oldugundan tersinin siirekliligi de saglanir. p, ve pzt in relatif

sezgisel bulanik siirekliligi benzer sekilde gosterilebilir.
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5.2. Sezgisel Bulanik Homomorfizm

f:X — Y bir grup homomorfizmi, (Y, Ty) sezgisel bulanik topolojik uzay ve G,Y de
bir sezgisel bulanik topolojik grup olsun. Bu durumda Ty nin f altindaki ters

goriintiisii £~1(G), X de bir sezgisel bulamk gruptur.

Teorem 5.2.1: f:X - Y bir grup homomorfizmi, (Y,Ty) bir sezgisel bulanik
topolojik uzay, T, Ty nin f altindaki ters goriintisii ve (G, (Ty)), Y de bir sezgisel
bulanik topolojik grubu olsun. Buna gore G nin ters goriintiisii f~1(G), X de bir

sezgisel bulanik topolojik gruptur.

Ispat: yx:X x X — X fonksiyonu Vx;,x, € X icin yx(xy,x;) = x;x,~ 1 seklinde
tanimlansin. yx: (f72(G), Tf—l(G)) X (f71(6), Tf—l(G)) - (U6, Tf—l(c)) nin
relatif sezgisel bulanik siirekli oldugunu gosterelim. T, Ty nin f altindaki ters
goriintiisii oldugundan f: (X,T) — (Y, Ty) sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyondur.
Diger taraftan f(f‘l(G)) cG dir. Teorem 3.21 den
f: (f _1(6),Tf—1(6)) - (G, (Ty)) relatif sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyondur.
U € Ty-1¢5 olsun. Bu durumda bir f~'(V) = U olacak bigimde bir V € (Ty)g

vardir.(x;, x,) € X X X olsun. Buna gore:
K-ty (O %2) = () ™ H(up) (g, x2)
= Ile(Vx(xl'xz))
= py(xg 221
= -1 (1 22 1)
= () (e 22
= wy(f e 23 1)

= llv(f(x1)f(x2_1))
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= (Fa)(F(2) )

dir. Boylece u(yx)—l(u)(xl,xz)zuV(f(xl)(f(xz))_l) olur. Benzer sekilde,

-1 . . ..
V-t (X1, X2) = vy (f(xl)(f(xz)) ) dir.  Hipotezden, Vy,;,y, €Y i¢in
Yy y2) =y1y,~" seklinde tanimlanan  yy: (G, T;) X (G,Tg) » (G, Tg)

fonksiyonu relatif siirekli bir fonksiyondur. Sonug 3.2.1 den,

fXf(fH6), Tr1) X (f(6), Tr1¢y) = (G, T¢)

carpim fonksiyonu relatif sezgisel bulanik siireklidir. (x4, x,) € X X X olsun. Buna

gore:
by (FE(FG)) ™) = g, g1, (FGr). £ (22)

ll )(xl'xz)

D () "W
ve

o (Fe)(FG2)) ) = v 71y (P, £ (2)

= Vi) ) 72

dir. Buna gore,
GO O XFH@) = ¢ xN7H(5) WD) 0 (FHO) X F71©))

=lyy e (F XAOITTWM n (F726) x F7HG))

dir. Bu yizden () ()N (f1(G) X f7(G)) € Tr-1(5) X T-1(¢), Yyani
Yx: (F 716G X Tr-1(6y) X (f7(G), Tr-1(g)) = (f 71(G), T-1(g)) relatif sezgisel
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bulanik siireklidir. Ayrica, Teorem 4.2.13 (i) den f~1(G), X de bir sezgisel bulanmk
alt gruptur. Bu yiizden Teorem 5.1.2 den f~1(G) X de bir sezgisel bulanik topolojik
gruptur.

Teorem 5.2.2: f: X — Y bir grup homomorfizmi (X, Tx)bir sezgisel bulanik topolojik
uzay, T, Ty in f altindaki goriintiisii ve G, X de bir sezgisel bulanik topolojik grubu
olsun. G, f —degismez bir grup ise G nin goriintiisi f(G), Y de bir sezgisel bulanik
topolojik gruptur.

Ispat: G, f-degismez olsun. Tanim 2.1.6 ya gore f(G), Y de bir sezgisel bulanik
gruptur. U € Tx olsun. Buna gdre, Sonug 2.1.2 den U © f~1(f(U)) dur. Buna gore
{Uy}aer © Ty sartim saglayan bir aile vardir. Bu yiizden f_l(f(U)) €Ty dir. T, Ty
in f altindaki gorintiisii oldugundan f(U),T nin bir elemamidir. Bu yiizden f
sezgisel bulanik agiktir. U € (Tx)¢ olsun. Bu durumda U = U’ N G olacak sekilde
U' € Ty vardir. G, f-degismez ise f(U) = f(U") n f(G) dir. f, sezgisel bulanik agik
ise £(U") € T dir. Boylece f(U) € Tr) olup f: (G, (Tx)g) = (F(G), Tss)) relatif

sezgisel  bulanik  aciktir.  Teorem  3.2.13 ten c¢arpim  fonksiyonu
fxf:(G,(Ty)e) X (G, (Tx)g) = (f(G),Tf(G)) relatif sezgisel bulanik agiktir.

V € Ts(g) Ve (x1,x2) € X X X olsun. Bu durumda,
Wiyyo(rx -t (X1, X2) = [yy o (f X 17 ) Geg, x2)
= wylyy o (f X )](x1, %)

= IJVVY(f(?ﬁ)»f(xz))
=y (FeD(f(x) )
= w (fFDf(3Y)) (f bir homomorfizm)

= w(fGx3 b)) (f bir homomorfizm)
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= wyf (rx (1, %2))

= W (f o vx) (x1, x2)

= (f o vx) " () (xq, x2)
= W(rop)~t ) (X1, %2),

dir. Burada yy:X x X — X fonksiyonu V(x;,x;) € X X X icin yyx(x1,x,) = x7x5 1
seklinde tanimlidir. Boylece Klyyo(Fx A1) = K(foyx)=t(v) yani

“(fxf)‘l[(yy)_l(v)] = u(]/x)_l(f_l(V)) dir. Benzer sekilde,

) olur. Bu ylizden

Vi) ) 0] T Yo (5w

Fx O ) " W] = ) (W)

dirrn. ¢ , X de sezgisel bulanik topolojik  grup  oldugundan
vx: (G, (Tx)g) X (G, (Tx)g) = (G, (Tx)s) fonksiyonu relatif sezgisel bulanik
siireklidir. Ty in f altindaki gbriintiisii T oldugundan f: (G, (Ty)s) — (f(G), Tf(G))

relatif sezgisel bulanik siirekli bir fonksiyondur. Boylece
f X f:(G,(Tx)e) X (G, (Tx)e) = (F(6). Ty()) X (F(6). Tren)
carpim fonksiyonu da relatif sezgisel bulanik siireklidir. Dolayisiyla
(f X ) o vy (G, (Ti)e) X (6, (Tx)g) = (f(6), Ty(c))

relatif sezgisel bulanik siireklidir. 4, f —degismez oldugundan,
FxN ) O (FG x @) = xH™ (1) |06 x6)

dir. Bu vyizden (f X f)™1 [(yy)_l(V)n(f(G)x f(c))] € (Ty)e x (Ty)g dir.

f X f, relatif sezgisel bulanik agik oldugundan
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X NOEX O )" )0 (F@ X F(D)] € Trey X Ty

dir. Ayrica,

FxNEXNT 1) W0 (F6) x F(@)] = (1) W) 0 (F6) x £(6))

oldugundan (v,)” (V) N (f(G) X £(G)) € Trg) X Ty dir. Buradan £(G), Y de bir

sezgisel bulanik topolojik gruptur.
5.3. Sezgisel Bulanik Boliim ve Carpim Topolojik Gruplari

X bir grup ve (X, T) sezgisel bulanik topolojik uzay, G, X de bir sezgisel bulanik
topolojik grup, N, X in bir normal alt grubu ve ¢: X — X /N kanonik homomorfizm

olsun.

Teorem 5.3.1: G, N de sabit ise G, ¢ —degismezdir. Bu nedenle, Teorem 5.2.2 den
¢(G), X/N de bir sezgisel bulanik topolojik gruptur. Bu durumda ¢(G) sezgisel
bulanik boliim grubu olarak adlandirilir ve G /N seklinde gosterilir.

Ispat: G nin ¢ — degismez oldugunu ispatlayalim. x;,x, € X icin @(x;) = ¢(x;)
olsun. Buna gére x; N = x, N dir. Bu nedenle x;n; = x,n, olacak sekilde n;,n, € N

vardir. G, N de sabit oldugundan Vx € N icin pg(x) = pg(e) ve vg(x) = vg(e) dir.

Buradan,
Mg (1) = pg(pnangt)
> g () Apg (nong ™)
= g (x2) A pg(e) (npni' € N)
= Hg(xz)
ve
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v (1) = vg(xamangh)
< v (x2) v vg(neng )
= v5(x2) v vg(e) (npni' € N)
= v5(x2)

dir. Benzer sekilde pg(xy) = pg(x) ve wvg(xy) <wvg(xg) dir. Boylece

v (x1) = vg(xy) esitligi saglanir. Sonug olarak G, ¢ —degismezdir.
Asagidaki sonug Teorem 5.2.2 ve Teorem 5.3.1 sonucudur.

Sonu¢ 5.3.1: X bir grup, (X,T) bir sezgisel bulanik topolojik uzay G, X de bir
sezgisel bulanik topolojik grup ve N, X in bir normal alt grubu olsun. Kanonik

homomorfizm ¢ altinda T nin goriintiisii T, olsun. Eger G, N ilizerinde sabit ise

sezgisel bulanik bolim grubu G/N, X/N {lizerinde bir sezgisel bulanik topolojik
gruptur. Bu durumda T,, X/N de sezgisel bulanik boliim topolojisi ve G/N, X/N

tizerinde bir sezgisel bulanik boliim topolojik grubu olarak adlandirilir.

Teorem 5.3.2: f:X — Y sezgisel bulanik siirekli ve sezgisel bulanik acgik grup
epimorfizmi, Ty ve Ty sirasiyla X ve Y de sezgisel bulanik topolojiler ve G, X de bir
sezgisel bulamk topolojik grup olsun. Eger G, f nin gekirdegi f~1(e) de sabit ise

X/ f-1(¢) bOllim grubunun, sezgisel bulanik bolim topolojisi T olmak tizere,

I G/p-1(e) Ve f(G) sezgisel bulamk gruplar sirasiyla X/¢-1(,) ve Y de sezgisel
bulanik topolojik gruplardir.

ii. VvaeX igin k(af~'(e)) = f(a) seklinde tammli k:X/f-1= Y, f(G)
kanonik izomorfizmi G/¢-1(,) den f(G) ye bir relatif sezgisel bulamk

homeomorfizmidir.
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jspat:

(1) Teorem 5.4.4 ten G/p-1¢.) Nin X/ -1,y de bir sezgisel bulanik topolojik grup
oldugu agiktir. Tg-1, Ty in f altindaki goriintlisii ve V € Ty-1 olsun. Buna gore
f1(V) € Ty dir. f érten ve sezgisel bulanik agik oldugundan V = f(f~1(V)) € Ty
olur. Béylece Tp-1 € Ty dir. V € Ty olsun. f sezgisel bulamk siirekli oldugundan
f~'(V) € Ty dir. Buna gore V € Ty-1, yani Ty c Tp-1 dir. Boylece Ty = Ty-1 olup
Teorem 5.4.2 den f(G), Y de sezgisel bulanik topolojik gruptur.

(i) @:X > X/f 1(e) kanonik epimorfizm olsun. Bu durumda agiktir ki
k:X/f~'(e) > Y birebir-orten ve f=kogp dir. V'€ (Ty)rg olsun.
f:(G,(Ty)g) — (f (@), (Ty) f(G)) relatif sezgisel bulanik siirekli oldugundan
FAV) = o Y (k™1(V") € (Ty); dir. G, f~1(e) de sabitve X de sezgisel bulanik
topolojik grup oldugundan Teorem 5.4.1 den G/f~1(e), X/f~1(e) de bir sezgisel
bulanik béliim grubudur. ¢: (G, (Tx)s) = (G/f‘l(e),TG/f—l(e)) relatif sezgisel
bulanik acik oldugundan gp(f ‘1(V’)) € Tg/r1(e) dir. Ayrica
o(f71(V") = k~*(V") oldugundan k™* (V") € Tg/f-1¢y  Olur.  Bu  yiizden
k:(G/f7H(e), Te 1)) = (F(G), (Ty)s(ey) relatif sezgisel bulamk siireklidir.
U € Tg/f-1(e) Olsun. Ty in ¢ altindaki goriintiisii T oldugundan @ 1(U) € (Ty)g dir.
Diger yandan, ¢ t(U) =f"(k(U)) dur. Bodylece f~1(k(U)) € (Ty); dir.
f:(G,(Ty)g) — (f (), (Ty) f(G)) relatif ~ sezgisel bulanmk ag¢ik oldugundan
k(U) € (Ty)¢ dir. Bu yiizden k relatif sezgisel bulanik aciktir. Bu da ispati

tamamlar.

j=1,2,..,nolmak iizere {XJ} gruplarin sonlu bir ailesi ve X = []x; carpim grubu
olsun. Vj = 1,2,..,n icin T}, X; nin sezgisel bulanik topolojisi ve G;, X; de sezgisel
bulanik  topolojik grup olsun. G = (ug, vg): X X X = I X1 fonksiyonunu

Vx=(xq,..,x,) €X igin,

He(x) = IJGl(x1)/\ ---AIJ-Gn(xn)
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ve
v (%) = vg, (x)A ... Avg, (%)
seklinde tanimlayalim.

Teorem 5.3.3: G = [[}-, G; carpim1 X de bir sezgisel bulamk alt grup olsun. Bu

gruba sezgisel bulanik ¢arpim grubu denir.

Ispat: G nin X de bir sezgisel bulanik alt grup oldugunu ispatlayalim.

x = (X1, ., %n), ¥ = V1, -, Yn) € X olsun. Buna gore,
ue(xy™) = ng eyt s Xnyn )
= g, (1 y17 DA o Alg, (v )
> [ual (x1)Aug, (yl)]/\ /\[Hc;n(xn)/\ucn(Yn)]
= [1g, A oo apg, e | A[e, 1) A - Abg, (7)]

= ue () Apc(y)

ve

ve(xy™) = ve(xyrh s Xy )
= v, YTV oo vg, (XY D)
< [ve, @) vvg, D]V oo v[v6, ) vg, ()]
= [vg, 1)V .. vog, Ge)]v[vg, )V . v, ()]

= v () v (y)

dir. Bundan dolay1 G, X de bir sezgisel bulanik gruptur.
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Teorem 5.3.5: j=1,2,..,nolmak lizere {Xj}, gruplarin sonlu bir ailesi ve
Vj=12,..,ni¢in T}, X; nin sezgisel bulanik topolojisi ve G;, X; de sezgisel bulanik
topolojik grup olsun. X = []j-; X; carpim grubunun sezgisel bulanik g¢arpim
topolojisi T olsun. Bu durumda sezgisel bulanik ¢arpim grubu G = [[j-; G;, X de bir

sezgisel bulanik topolojik gruptur. G ye sezgisel bulanik ¢arpim topolojik grubu

denir.

Ispat:  yi: X XX > (X; X X)) X ..x (X, xX,) fonksiyonu x = (xq,..,%,),
Yy = (1, ¥n) €X igin,

yl(xi y) = ((xll yl)' ey (xn' yn))

seklinde tamimlansin. Vj = 1,2,..,7n igin m;: (X1 X X1) X .. X (X X X)) = X; X X;

fonksiyonu V((xy, ¥1), o, Oy ¥)) € (X1 X X1) X ... X (X, X Xp,) igin,

T[j((xp yl)l ey (xn' yn)) = (x]'y])

seklinde tanimlidir. Buna gore Vj = 1,2,..,n icin oy : X XX = X; X X nin
sezgisel bulanik siirekli oldugu agik¢a goriilir. Bu ylizden y; sezgisel bulanmik

stireklidir. Ayrica,
¥1(G X G) € (G; X Gy) X ... X (G, X Gy,)

dir. Dolayisiyla y;: (G X G) = (G X G1) X ... X (G, X Gy) relatif sezgisel bulanik

sureklidir.

Vi (X1 X X;) X ... %X (X, X X,;) = X fonksiyonu
v((xlf yl)l R (xn’ Yn)) € (Xl X Xl) X .. X (X‘l’l X Xn) i@in,

Vz((x1;3’1); b (xn'yn)) = (Y7 s XY D)
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seklinde tamml olsun. Vj=12,..,n icin f;:X; XX; > X; fonksiyonu
V(xj,yj) € X; X X; i¢in f; ((xj,yj)) = xjyj_l seklinde tanimli bir fonksiyondur.
Bundan dolay1 Vj = 1,2,..,n i¢in f;: G; X G; — G; relatif sezgisel bulanik siireklidir.
Ayrica, v, = [[j=1 f; dir. Bu yiizden y,:(Gy X G1) X ... X (G X Gp) = G relatif

sezgisel bulanik siireklidir.
y: X X X — X fonksiyonu V(x,y) € X X X igin,
Yo y) =xy™

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda y = y, o y; olur. Bu yiizden y sezgisel bulanik
stirekli ve y:G X G — G relatif sezgisel bulanik siireklidir. Sonug olarak G, X de bir

sezgisel bulanik topolojik gruptur.
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