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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

GENELLEŞTİRİLMİŞ r- PELL VE r-PELL LUCAS DİZİLERİ 

BURHAN ÇETİN 

KASTAMONU ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANA BİLİM DALI  

 

DANIŞMAN: PROF. DR. GÖKSAL BİLGİCİ 

 
Pell ve Pell-Lucas dizileri tamsayı dizileri arasında iyi bilinen iki dizidir. Literatürde bu iki 

dizinin genelleştirmeleri üzerine yürütülmüş birçok çalışma bulunmaktadır. Bunlardan biri 

Brod (2019) tarafından tanımlanan r–Pell sayılarıdır. Bu tezde öncelikle r–Pell sayılarına 

uygun olan r–Pell–Lucas sayıları tanımlanacak ve bu iki sayı dizisine ait olan üreteç 

fonksiyonları ve Binet formülleri elde edilecektir. Daha sade sonuçlar elde edebilmek için Pell 

ve Pell–Lucas sayı dizilerinin yeni genelleştirilmelerine ihtiyaç duyulmaktadır. Bu ikinci 

genelleştirme 2. tip olarak isimlendirildikten sonra bu dört sayı dizisine ait başta Vajda, 

Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşlikleri olmak üzere birçok özdeşlik elde edilmiştir.  

 

 

 

ANAHTAR KELİMELER: Pell sayıları, Pell-Lucas sayıları, r-Pell sayıları, r-Pell-Lucas 

sayıları. 
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MSC THESIS 
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SUPERVISOR:PROF.DR. GÖKSAL BİLGİCİ 

 

 

Pell and Pell-Lucas sequences are two well-known sequences among integer sequences. There 

are many studies in the literature on the generalizations of these two sequences. One of them 

is the r–Pell numbers defined by Brod (2019). In this thesis, first of all, r–Pell–Lucas numbers 

suitable for r–Pell numbers are defined, their generating functions and Binet formulas for these 

two integer sequences are obtained. A new generalization of the Pell and Pell–Lucas number 

sequences is needed to obtain simpler results. After this second generalization is named as the 

2nd type, many identities are obtained, such as Vajda’s, Catalan’s, Cassini’s and d'Ocagne’s 

identities, for these four number sequences. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ  

Simgeler 

𝑷𝒏   : Pell  Dizisinin n -yinci Terimi. 

𝑸𝒏   : Pell-Lucas Dizisinin n- yinci Terimi. 

𝜸 :Pell ve Pell−Lucas Dizisinin Karakteristik Denkleminin Pozitif      

Kökü. 

𝛅 :Pell ve Pell − Lucas Dizisinin Karakteristik Denkleminin 

Negatif Kökü. 

 
∑ 𝑷𝒏

∞
𝐧=𝟎 𝒙𝐧  : Pell Dizisinin Üreteç Fonksiyonu. 

 
∑ 𝑸𝒏

∞
𝐧=𝟎 𝒙𝐧  : Pell-Lucas Dizisinin Üreteç Fonksiyonu. 

 

𝒀(𝒓, 𝝎)  : 1. Tip  𝑟 −Pell Dizisinin ω-yinci Terimi. 

 

𝒓𝟏 :1. Tip  𝑟 −Pell ve 𝑟 −  Pell−  Lucas Dizisinin Karakteristik                    

Denkleminin Pozitif Kökü. 

 

𝒓𝟐 :1. Tip  𝑟 −Pell ve 𝑟 −  Pell−  Lucas Dizisinin Karakteristik  

Denkleminin Negatif Kökü. 

 

 

𝒁(𝒓, 𝝎)  : 1. Tip 𝑟 − Pell− Lucas Dizisinin ω-yinci Terimi. 

 
∑ 𝒀(𝒓, 𝛚)𝒙𝛚  ∞

𝛚=𝟎  :1.Tip 𝑟 − Pell Dizisinin Üreteç Fonksiyonu. 

∑ 𝒁(𝒓, 𝛚)𝒙𝛚  ∞
𝛚=𝟎  :1.Tip 𝑟 − Pell− Lucas Dizisinin Üreteç Fonksiyonu. 

𝒚̃(𝒓, 𝝎)  : 2. Tip 𝑟 −Pell Dizisinin ω- yinci Terimi. 

𝒛̃(𝒓, 𝝎)  : 2. Tip 𝑟 −Pell− Lucas Dizisinin ω- yinci Terimi. 

 
∑ 𝒚̃(𝒓, 𝛚)𝒙ω  ∞

𝛚=𝟎  :2. Tip 𝑟 − Pell Dizisinin Üreteç Fonksiyonu. 

∑ 𝒛̃(𝒓, 𝛚)𝒙𝛚  ∞
𝛚=𝟎  :2. Tip 𝑟 − Pell− Lucas Dizisinin Üreteç Fonksiyonu. 

∑ 𝒀(𝒓, ω)𝒙ω𝝎−𝟏
ω=𝟎  :1. Tip 𝑟 − Pell Dizisinin ω. Toplamı. 

∑ 𝒁(𝒓, ω)𝒙ω𝝎−𝟏
ω=𝟎  :1.Tip 𝑟 − Pell− Lucas Dizisinin ω. Toplamı. 
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1. GİRİŞ 

Bu bölümde Pell ve Pell − Lucas tamsayı dizisi ile bu dizilerin genelleştirmeleri 

hakkında bilgi verilecektir. 

1.1 Pell ve Pell- Lucas Sayıları  

Pell tamsayı dizisi adını İngiliz matematikçi John Pell (1611-1685)’den alır. John 

Pell’in d pozitif tam kare olmayan bir tam sayı olmak üzere, 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = (−1)𝑛  

Diophantine eşitliği üzerindeki çalışmalarından dolayı bu sayılara Pell tamsayı dizisi 

ismi verilmiştir (Koshy, 2014). 

Pell  dizisi başlangıç koşulları 𝑃0 = 0 ve 𝑃1 = 1 olmak üzere 

 𝑃𝑛 = 2𝑃𝑛−1 + 𝑃𝑛−2 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Bu dizinin oluşturduğu {𝑃𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin bazı 

elemanları 0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, ⋯  şeklindedir. 

Pell−Lucas dizisi de Pell dizisi ile aynı indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlanır. 

Yani, başlangıç koşulları 𝑄0 = 1 ve 𝑄1 = 1 olmak üzere, Pell−Lucas dizisi 

𝑄𝑛 = 2𝑄𝑛−1 + 𝑄𝑛−2 

indirgeme bağıntısını sağlar. Bu dizinin bazı elemanları 1, 1, 3, 7, 17, 41, ⋯ 

şeklindedir. Pell ve Pell−Lucas dizisi arasında; 𝑛 ≥ 1 keyfi bir  tamsayı olmak üzere 

𝑄𝑛 =  𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1 

ilişkisi vardır (Koshy, 2014). Bu eşitlik sayesinde Pell dizisi kullanılarak Pell−Lucas 

dizisi bulunabilir. 

Pell dizisinin Binet formülü 
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Pn =
γn − δn

γ − δ
   

ve  Pell−Lucas dizisinin Binet formülü 

Qn =  
γn + δ

n

2
  

şeklindedir.  Burada 𝛾 = 1 + √2  ve 𝛿 = 1 − √2  sayıları   𝑥2 − 2𝑥 − 1 =

0  karakteristik denkleminin kökleridir. Pozitif kök γ, gümüş oran olarak adlandırılır 

ve Fibonacci dizisindeki altın oran ile benzer bir rol oynar. 

{Pn}n=0
∞  ve {Qn}n=0

∞  dizilerini üreten fonksiyonlar sırasıyla 

∑ 𝑃𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2

∞

𝑛=0

 

ve 

∑ 𝑄𝑛𝑥𝑛 =
2 − 𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2

∞

𝑛=0

 

dir. 

Literatürde Pell ve Pell – Lucas tamsayı dizileri ve bu dizilerin genelleştirilmeleri ile 

ilgili birçok çalışma bulunmaktadır. 

Koshy (2014) Pell ve Pell-Lucas sayılarından bahsetmiş, başlangıç koşullarını vermiş, 

indirgeme bağıntılarını tanımlamış, Binet formüllerine de yer vermiştir. Ayrıca Pell ve 

Pell-Lucas sayılarının matris özelliklerine ve determinantına yer vermiştir. 

Catarino ve Campos (2017) k-Pell sayılarıyla ilgili; indirgeme bağıntısını başlangıç 

koşullarıyla birlikte vermiş, karakteristik denklemine ve denklemin köklerine yer 
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vermiş daha sonra Binet formülünü ispatlayıp, üreteç fonksiyonunu ele aldıktan sonra, 

Catalan, Cassini, d’Ocagne özdeşliklerinin ispatına yer vermiştir. 

Halıcı ve Daşdemir (2010) Pell, Pell-Lucas ve Modifiye Pell sayıları üzerine çalışmış, 

bu sayı dizileri için Binet formüllerini kullanılarak, bu diziler arasındaki bazı ilişkiler 

ortaya koymuş ve bulunan bu özellikler yardımıyla da bazı toplam formüllerini 

vermişlerdir. 

Köken (2020) 3x3 boyutlu matrisler için, matrisin n. kuvvetinin elemanlarını bu 

matrislerin kuvvetlerine göre belirli pozitif tamsayı indisli Pell ve Pell-Lucas sayıları 

ile ilişkilendirilerek, özel Pell ve Pell-Lucas matrisleri üzerinde çalışmıştır. 

Aynı zamanda Köken (2019) tarafından, değiştirilmiş yeni Pell ve Pell – Lucas sayıları 

tanımlanmış, bu dizilerin özellikleri incelenmiş, değiştirilmiş dizilerin en büyük ortak 

bölenleri (yani, EBOB) dizileri araştırılmış ve EBOB dizilerinin, Pell ve Pell- Lucas 

dizilerinin alt dizileri olduğu görülmüştür. Son olarak EBOB dizilerinin Binet formülü, 

Cassini, Catalan ve d’Ocagne’nin eşitlikleri elde edilmiştir. 

Çelik, Durukan ve Özkan (2021)   Pell sayılarını çokgenlerin her bir köşesine karşılık 

gelen bir sayı ile saat yönünde yerleştirmiştir. Daha sonra bir köşeye karşılık gelen 

sayılar arasındaki bir ilişki verilmiştir. Ayrıca bir n-gon’da k-yıncı köşede oluşan 

dizinin m-yinci terimini veren bir formül elde etmiştir. Aynı işlem Pell-Lucas, 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları ile tekrarlamıştır. 

Gianella ve Cerin (2006) çift terimli Pell-Lucas sayılarının karelerinin toplamları için 

çeşitli formüller kanıtlayıp, tek terimli Pell-Lucas sayılarının karelerinin toplamlarını, 

çift ve tek terimli Pell - Lucas sayılarının çarpımlarının toplamlarını ve bu toplamlara 

uygun Pell ve Pell-Lucas sayılarının çarpımlarıyla ilgili sonuçlar sunmuşlardır. 

Menken ve Dişkaya (2019) Pell ve Pell-Lucas sayılarının bir birleşimi olan Fibonacci- 

Pell, Pell-Jacobsthal, Fibonacci-Pell-Jacobsthal dizilerini ele alıp bu dizilerin Binet 

formüllerini, üreteç fonksiyonlarını üstel üreteç fonksiyonlarını ve Binom formüllerini 

vermişlerdir. 
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Özkoç ve Gündüz (2022) çalışmasında kuadra Fibonacci-Pell Binom dönüşümü ele 

alınmıştır. Daha sonra tanımlanan dizi için Binom dönüşümü ve ardından Binom 

dönüşümünün yineleme ilişkisi, daha sonra Binet formülü, üreteç fonksiyonu ve çeşitli 

toplam formülleri bulunmuştur. Daha sonra kuadra Fibonacci-Pell kuaterniyonu için 

Binom dönüşümü uygulanmıştır. 

Torunbalcı Aydın (2018) çalışmasında bikompleks Pell ve bikompleks Pell-Lucas 

sayıları tanımlanmıştır. Bikompleks Pell ve bikompleks sayıların bazı cebirsel 

özellikleri; Bikompleks sayılar ile Pell ve Pell-Lucas sayıları arasındaki ilişki 

araştırılmıştır. Ayrıca bunlar için Binet formülü,  d’Ocagne, Cassini formülü ve 

Catalan formülü verilmiştir.  

Melham (1999) çalışmasında 𝑝 = 2 için Fibonacci sayılarının özel hali Pell sayılarını 

ve Lucas sayılarının da Pell-Lucas sayılarını verdiğini göstermiştir. 

Bayrakçı Özsoy ve Bilgici (2022) sınırsız Pell ve Pell-Lucas hiper kompleks sayılarını 

tanımlamış. Daha sonra bu sayılar için Binet formüllerini, Catalan, Cassini ve 

d’Ocagne özdeşliklerini vermiştir. 

Tokeşer, Mert, Ünal ve Bilgici (2021) çalışmalarında Pell ve Pell-Lucas sayılarını 

oktonyonlara genelleyip, bu sayılar için Binet formülleri, Catalan, Cassini ve 

d’Ocagne özdeşliklerini elde etmişlerdir. 

Gökbaş (2022) çalışmasında dual Gauss-Pell ve dual Gauss-Pell-Lucas sayılarını 

tanımlamıştır. Ayrıca negadual Gauss-Pell ve Gauss-Pell sayıları ile dual kompleks 

Pell ve Pell-Lucas sayıları arasındaki ilişki de verilmiştir. Ayrıca dual Gauss-Pell ve 

Gauss-Pell-Lucas bazı cebirsel özellikleri ve bu sayılar için Binet fomülleri, üreteç 

fonksiyonu, Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşlikleri verilmiştir. 

Gökbaş (2023) başka bir çalışmasında Gauss-bihiperbolik Pell ve Pell-Lucas sayıları 

ve negaGauss-bihiperbolik Pell ve Pell-Lucas sayılarını tanımlanmış ve bu sayılar için 

Binet formülleri, üretici fonksiyonları, Catalan, Cassini ve d’Ocagne formüllerini ve 

bu sayıların cebirsel özellikleri ile toplam formüllerini vermiştir. 
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Panwar (2022) genelleştirilmiş Pell ve Pell-Lucas sayılarının toplam formüllerini 

verimiştir. Tülay Yağmur (2019) tarafından tanıtılan bu dizilere ek olarak bazı bağlantı 

formüllerini oluşturmuş ve bazı özdeşlikler türetilmiştir. 

Halıcı ve Öz (2016) genelleştirilmiş Gauss-Fibonacci ve Gauss-Lucas sayılarını ele 

almış daha sonra Gauss-Pell ve Gauss-Pell-Lucas sayılarını tanımlamıştır ve bu 

dizilerin üreteç fonksiyonları ile Binet formüllerini elde etmiştir. 

Szynal – Liana vd. (2022) çalışmalarında bihiperbolik Pell ve Pell-Lucas sayılarının 

bir genellemesi olan Pell ve Pell-Lucas bihipernomiyalları tanıtılmıştır. Bu çalışmada 

bihiperbolik sayılar hiperbolik sayıların dört boyuta genişletilmesidir. 

Karaaslan (2019) değiştirilmiş Pell polinomlarını inceleyip üreteç fonksiyonunu 

tanımlamıştır. Daha sonra n-yinci değiştirilmiş Pell polinomlarının Binet formülünü 

ispatlayıp, polinomlar için toplam formülleri elde etmiştir. Ayrıca Catalan, Cassini, 

Cassini ve Gelin Gessero özdeşliklerini ispatlamıştır. 

Özkan ve Uysal (2022) Gauss-Pell-Lucas polinomlarının yeni bir genellemesini 

tanımlayıp, üreteç fonksiyonunu, Binet formülünü, matris gösterimini vermiştir. 

Daşdemir (2016) çalışmasında değiştirilmiş Pell ve Pell-Lucas sayıların genellemesini 

ve formüllerinin araştırılmasını ele almıştır. 

Akbaba (2023) çalışmasında Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas sayılarıyla matrisler 

kullanarak bu sayılarla ilgili yeni özdeşlikler türetmiştir. 
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2. BİRİNCİ TİP 𝐫 −PELL VE 𝐫 −PELL−LUCAS SAYILARI 

Bu bölümde Brod (2019) tarafından tanımlanan 𝑟 Pell sayıları birinci tip 𝑟 −Pell 

sayıları olarak isimlendirilmiş ve kısaca izah edildikten sonra bu sayılarla ilişkili olan 

birinci tip 𝑟 −  Pell − Lucas sayıları tanımlanmış, üreteç fonksiyonlarına ve Binet 

formüllerine yer verilmiştir. 

2.1 Birinci Tip 𝐫 − Pell Sayıları 

2.1.1. Tanım  Brod (2019) 𝜔 ≥ 2  ve 𝑟 ≥ 1 iki keyfi tam sayı ve başlangıç koşulları 

𝑌(𝑟, 0) = 2, 𝑌(𝑟, 1) = 1 + 2𝑟+1  

olmak üzere birinci tip  𝑟 −Pell sayılarını 

𝑌(𝑟, 𝜔)  =  2𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) + 2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝜔 − 2)                                                             (2.1) 

indirgeme bağıntısı ile tanımlamıştır. Buna göre birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının bazı 

terimleri 

𝑌(𝑟, 0) = 2, 

𝑌(𝑟, 1) = 1 + 2𝑟+1, 

 𝑌(𝑟, 2) =  2𝑟+1 + 2. 4𝑟 , 

 𝑌(𝑟, 3) =  2𝑟−1 + 3. 4𝑟 + 2. 8𝑟 , 

𝑌(𝑟, 4) =  
3

2
4𝑟 + 4. 8𝑟 + 2. 16𝑟 . 

şeklindedir. Kolayca görülebilir ki 𝑌(1, 𝜔 + 2) = 𝑃𝑛  dir. Brod, birinci tip 𝑟 −Pell 

sayılarının Binet formülünü 

𝑌(𝑟, 𝜔) = 𝐶1𝑟1
𝜔 + 𝐶2𝑟2

𝜔 



7 

şeklinde vermiştir. Burada 

𝑟1 =
2𝑟 + √4𝑟 + 2𝑟+1

2
,                   𝑟2 =

2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2
 

ve 

𝐶1 = 1 +
2𝑟 + 1

√4𝑟 + 2𝑟+1
,            𝐶2 = 1 −

2𝑟 + 1

√4𝑟 + 2𝑟+1
 

şeklindedir (Brod, 2019). 

𝑥2 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1 = 0 denklemi birinci tip  𝑟 −Pell dizisinin karakteristik denklemi 

olup kökleri 𝑟1 ve 𝑟2 dir. 

2.2 Birinci Tip 𝒓 −  Pell −Lucas Sayıları 

2.2.1 Tanım 𝜔 ≥ 2  ve 𝑟 ≥ 1 iki keyfi tamsayı ve başlangıç koşulları, 𝑍(𝑟, 1) = 3 +

2𝑟+1 olmak üzere birinci tip 𝑟 −  Pell −Lucas sayıları  

𝑍(𝑟, 𝜔) =  2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) +  2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔 − 2)                                                       (2.2) 

indirgeme bağıntısıyla tanımlansın. Buna göre birinci tip 𝑟 −Pell−Lucas sayılarının 

bazı terimleri 

𝑍(𝑟, 0) = 2 + 21−𝑟 , 

𝑍(𝑟, 1) = 3 + 2𝑟+1, 

Z(r, 2) = 1 + 2r+2 + 2. 4r, 

Z(r, 3) =  2r−1 + 2r+1 + 5. 4r + 2. 8r, 

𝑍(𝑟, 4) =  2𝑟−1 +
9

2
4𝑟 + 6. 8𝑟 + 2. 16𝑟 , 
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şeklindedir. 

2.2.2 Lemma (Brod, 2019) 

𝐾 = 𝑟1 − 𝑟2 olmak üzere 

𝑀 = 𝑟1  + 𝑟2 =  2𝑟 ,                                                                                                          (2.3)  

𝑟1𝑟2 = −2𝑟−1                                                                                                                       (2.4) 

ve 

𝐾 = 𝑟1 − 𝑟2 =  √4𝑟 + 2𝑟+1                                                                                              (2.5) 

dir.  

Brod makalesinde bu lemmayı ispatsız vermiştir. Burada bu eşitlikler ispatlanacaktır. 

İspat.  Yukarıda belirtilen 𝑟 −Pell dizisinin karakteristik denklemin kökleri olan 𝑟1 ve 

𝑟2   𝑦𝑖 eşitlikte yerine yazalım. 

𝑀 = 𝑟1 + 𝑟2 =  
2𝑟 + √4𝑟 + 2𝑟+1

2
+

2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2
 

                           =  
2𝑟+1

2
= 2𝑟 

elde edilir. Benzer şekilde 

𝑟1𝑟2 = (
2𝑟 + √4𝑟 + 2𝑟+1

2
) (

2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2
  ) =

4𝑟 − (4𝑟 + 2𝑟+1)

4
 

           =
−2𝑟+1

4
= −2𝑟−1 
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ve 

𝐾 = 𝑟1 − 𝑟2 =  
2𝑟 + √4𝑟 + 2𝑟+1

2
−

2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2
 

     = √4𝑟 + 2𝑟+1 

bulunur.∎ 

2.2.3 Teorem ( Binet formülleri ) 

İki keyfi tam sayı 𝜔 ≥ 0  ve  𝑟 ≥ 1 olmak üzere,  𝜔 −yinci birinci tip 𝑟 – Pell ve 

birinci tip 𝑟 −Pell−Lucas sayıları sırasıyla 

𝑌(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
                                                                                           (2.6)          

ve 

𝑍(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
                                                                                             (2.7) 

dir. Burada 

 1 + 2𝑟1 = 𝑟1
˅  ve  1 + 2𝑟2 = 𝑟2

˅ şeklindedir. 

İspat. 

Birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü 

 𝑌(𝑟, 𝜔) =  𝑐1𝑟1
𝜔 + 𝑐2𝑟2

𝜔                                                                                             (2.8) 

olsun. 𝜔 = 0 için 

𝑌(𝑟, 0) = 𝑐1 + 𝑐2 = 2                                                                                                   (2.9) 
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ve 𝜔 = 1 için 

𝑌(𝑟, 1) = 𝑐1𝑟1 + 𝑐2𝑟2 = 1 + 2𝑟+1 

elde edilir. Son eşitlikte karakteristik denkleminin kökleri yerine yazılırsa 

𝑐1 [
2𝑟 + √ 4𝑟 + 2𝑟+1

2
] + 𝑐2 [

2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2
] = 1 + 2𝑟+1                             (2.10) 

olur. Bu eşitlik düzenlenirse 

2𝑟(𝑐1 + 𝑐2) + √4𝑟 + 2𝑟+1(𝑐1 − 𝑐2) = 2 + 2𝑟+2 

elde edilir. Eş. (2.9), son eşitlikte yerine yazılır ve düzenlenirse 

 2𝑟+1 + √4𝑟 + 2𝑟+1 (𝑐1 − 𝑐2) = 2 + 2𝑟+2 

𝑐1 − 𝑐2 =
2 + 2𝑟+1

√4𝑟 + 2𝑟+1
                                                                                               (2.11) 

bulunur. Eş. (2.9) ve (2.11) ortak çözüm yapılıp taraf tarafa toplanırsa 

   𝑐1 =
√4𝑟 + 2𝑟+1 + 2𝑟 + 1

√4𝑟 + 2𝑟+1
 

olur. (2.9) da 𝑐1 yerine yazılırsa 

 𝑐2 =
√4𝑟 + 2𝑟+1 − 2𝑟 − 1

√4𝑟 + 2𝑟+1
 

elde edilir. 𝑐1 ve 𝑐2 değerleri 𝑟1 ve 𝑟2 cinsinden yazılırsa 

𝑐1 =
1 + 2𝑟1

√4𝑟 + 2𝑟+1
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ve 

 𝑐2 = −
1 + 2𝑟2

√4𝑟 + 2𝑟+1
 

bulunur. Bu 𝑐1 ve 𝑐2 değerleri (2.8) de yerine yazılıp düzenlenirse 

𝑃(𝑟, 𝜔) =
1

√4𝑟 + 2𝑟+1
[(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔 − (1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔] 

               =
(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔 − (1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔

√4𝑟 + 2𝑟+1
 

elde edilir ve (2.5) son eşitlikte yerine yazılırsa 

𝑌(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

bulunur. Bu ise (2.6)’yı ispatlar Eş. (2.7) nin ispatı için birinci tip 𝑟 −Pell−Lucas 

sayılarının Binet formülü 

𝑍(𝑟, 𝜔) =  𝑑1𝑟1
𝜔 + 𝑑2𝑟2

𝜔                                                                                                (2.12) 

olsun. 𝜔 = 0 için 

𝑍(𝑟, 0) = 𝑑1 + 𝑑2 = 2 + 21−𝑟                                                                                      (2.13) 

ve 𝜔 = 1 için 

𝑍(𝑟, 1) = 𝑑1𝑟1 + 𝑑2𝑟2 = 3 + 2𝑟+1                                                                               (2.14) 

olduğu görülebilir. Eş. (2.14)’te  karakteristik denkleminin kökleri yerine yazılırsa 

 𝑑1 [
2𝑟 + √4𝑟 + 2𝑟+1

2
] + 𝑑2 [

2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2
] = 2𝑟+1 + 3 
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elde edilir. Düzenlemelerden sonra 

2𝑟+2 + 6 = 2𝑟(𝑑1 + 𝑑2) + √4𝑟 + 2𝑟+1 (𝑑1 − 𝑑2) 

bulunur. (2.13) son eşitlikte kullanılırsa 

2𝑟+2 + 6 = 2𝑟(2 + 21−𝑟) + √4𝑟 + 2𝑟+1 (𝑑1 − 𝑑2) 

elde edilir. Buradan 

𝑑1 − 𝑑2 =
2𝑟+1 + 4

√4𝑟 + 2𝑟+1
                                                                                                    (2.15) 

olur. Eş. (2.13) ve (2.15) taraf tarafa toplanırsa 

2𝑑1 = 2 + 21−𝑟 +
2𝑟+1 + 4

√4𝑟 + 2𝑟+1
 

bulunur. Buradan 

𝑑1 = 1 + 2−𝑟 +
(2𝑟 + 2)√4𝑟 + 2𝑟+1

4𝑟 + 2𝑟+1
 

      = 1 + 2−𝑟 +
(2𝑟 + 2)√4𝑟 + 2𝑟+1

2𝑟(2𝑟 + 2)
 

ve gerekli sadeleştirmelerle 

𝑑1 =
2𝑟 + 1 + √4𝑟 + 2𝑟+1

2𝑟
 

elde edilir. Eş. (2.13) de 𝑑1 yerine yazılırsa 

𝑑2 =
1 + 2𝑟 − √4𝑟 + 2𝑟+1

2𝑟
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bulunur. 𝑑1 ve 𝑑2 değerleri 𝑟1 ve  𝑟2 cinsinden yazılırsa 

𝑑1 =    
1

2𝑟
+

𝑟1

2𝑟−1
=

1 + 2𝑟1

2𝑟
 

ve 

𝑑2 =
1

2𝑟
+

𝑟2

2𝑟−1
=

1 + 2𝑟2

2𝑟
 

elde edilir. 𝑑1 ve 𝑑2 değerleri (2.12) de yerine yazılırsa 

𝑍(𝑟, 𝜔) = [
1 + 2𝑟1

2𝑟
] 𝑟1

𝜔 + [
1 + 2𝑟2

2𝑟
] 𝑟2

𝜔 

               =
1

2𝑟
[(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔 + (1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔] 

olur. Buradan 

 𝑍(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
     

elde edilir.∎ 

Aşağıdaki lemmaya bazı özdeşliklerin ispatında ihtiyaç duyulacaktır. 

2.2.4 Lemma 

𝑟1 ve 𝑟2 yukarıdaki gibi tanımlanmak üzere 

𝑟1
˅𝑟2

˅ = 1 

dir. 

İspat.  𝑟1
˅ ve 𝑟2

˅ yukarıda Teorem 2.1. deki gibi olmak üzere 
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𝑟1
˅𝑟2

˅ = (1 + 2𝑟1)(1 + 2𝑟2) 

           = 1 + 2𝑟1 + 2𝑟2 + 4𝑟1𝑟2 

           = 1 + 2(𝑟1 + 𝑟2) + 4𝑟1𝑟2  

bulunur. Eş. (2.3) ve (2.4)  kullanılırsa 

 𝑟1
˅𝑟2

˅  = 1 + 2𝑟+1 − 2𝑟+1 = 1 

elde edilir.∎ 

Brod (2019) çalışmasında birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının üreteç fonksiyonunun ispatına 

yer vermişti. Bu çalışmada ise bu fonksiyonun ispatının farklı bir versiyonuna yer 

verilerek birinci tip 𝑟 −  Pell − Lucas sayıları için de üreteç fonksiyonu elde 

edilecektir. 

2.2.5 Teorem( Üreteç fonksiyonları ) 

Keyfi bir pozitif tamsayı  𝑟 olmak üzere birinci tip 𝑟 −Pell dizisinin üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔 

∞

𝜔=0

=
2 + 𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
                                                                      (2.16) 

ve birinci tip 𝑟 − Pell – Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔 

∞

𝜔=0

=
2 + 21−𝑟 + 𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
                                                                       (2.17) 

dir. 

İspat. Birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 
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𝑓(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔 

∞

𝜔=0

 

olsun. İlk üç terim açılırsa 

𝑓(𝑥) = 𝑌(𝑟, 0) + 𝑌(𝑟, 1)𝑥 + 𝑌(𝑟, 2)𝑥2 + ∑ 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

 

ve dolayısıyla 

 𝑓(𝑥) = 2 + (1 + 2𝑟+1)𝑥 + (2𝑟+1 + 2. 4𝑟)𝑥2 + ∑ 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔                          (2.18)

∞

𝜔=3

 

elde edilir. Eş. (2.18) in her iki yanı  −2𝑟𝑥 ile çarpılırsa 

−2𝑟𝑥𝑓(𝑥) = −2𝑟+1𝑥 − (2𝑟 + 22𝑟+1)𝑥2 − (22𝑟+1 + 2𝑟+14𝑟)𝑥3

−  ∑ 2𝑟𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+1

∞

𝜔=3

 

bulunur. Buradan 

−2𝑟𝑥𝑓(𝑥) = −2𝑟+1𝑥 − (2𝑟 + 22𝑟+1)𝑥2 − ∑ 2𝑟𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+1

∞

𝜔=2

 

elde edilir. 𝜔 yerine 𝜔 − 1 yazılırsa 

  −2𝑟𝑥𝑓(𝑥) = −2𝑟+1𝑥 − (2𝑟 + 22𝑟+1)𝑥2 − ∑ 2𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 − 1)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

                    (2.19) 

olur. Eş. (2.18),  −2𝑟−1𝑥2  ile çarpılırsa 
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−2𝑟−1𝑥2𝑓(𝑥) = −2𝑟𝑥2 − (2𝑟−1 + 22𝑟)𝑥3 − (22𝑟 + 2𝑟 . 4𝑟)𝑥4

+   ∑ 2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=3

 

Son iki terim toplamın içine alınırsa 

−2𝑟−1𝑥2𝑓(𝑥) = −2𝑟𝑥2 − ∑ 2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝑛)𝑥𝑛+2

∞

𝑛=1

 

elde edilir. Son eşitlikte 𝜔 yerine 𝜔 − 2 yazılırsa 

−2𝑟−1𝑥2𝑓(𝑥) = −2𝑟𝑥2 − ∑ 2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝜔 − 2)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

                                                (2.20) 

bulunur. Eş. (2.18), (2.19) ve (2.20) den 

𝑓(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2)

= 2 + 𝑥 − ∑[𝑌(𝑟, 𝜔) − 2𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) −  2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝜔 − 2)]

∞

𝜔=3

 

olur. (2.1) birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının indirgeme bağıntısı kullanılarak 

𝑓(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2) = 2 + 𝑥 

elde edilir ve buradan 

𝑓(𝑥) =
2 + 𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
 

bulunur. Birinci tip 𝑟 − Pell – Lucas sayılarını üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔 

∞

𝜔=0
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olsun. Fonksiyonun ilk üç terimi açılırsa 

𝑔(𝑥) = 2 + 21−𝑟 + (3 + 2𝑟+1)𝑥 + (1 + 2𝑟+2 + 2. 4𝑟)𝑥2 +   ∑ 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

   (2.21) 

olur. Eş. (2.21) in her iki yanı, −2𝑟𝑥 ile çarpılırsa 

−2𝑟𝑥𝑔(𝑥) = −(2𝑟+1 + 2)𝑥 − (3. 2𝑟 + 2. 4𝑟)𝑥2 − (2𝑟 + 22𝑟+2 + 2. 8𝑟)𝑥3

−  ∑ 2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+1

∞

𝜔=3

 

elde edilir. Son terim toplam içine alınırsa 

−2𝑟𝑥𝑔(𝑥) = −(2𝑟+1 + 2)𝑥 − (3. 2𝑟 + 2. 4𝑟)𝑥2 − ∑ 2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+1

∞

𝜔=2

 

ve  𝜔  yerine 𝜔 − 1 yazılırsa 

−2𝑟𝑥𝑔(𝑥) = −(2𝑟+1 + 2)𝑥 − (3. 2𝑟 + 2. 4𝑟)𝑥2 − ∑ 2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔 − 1)               (2.22)

∞

𝜔=3

 

buluωur. Eş. (2.21) in her iki yanı, −2𝑟−1𝑥2 ile çarpılırsa 

 −2𝑟−1𝑥2𝑔(𝑥) = −(2𝑟 + 1)𝑥2 − (3. 2𝑟−1 + 22𝑟)𝑥3 − (2𝑟 + 22𝑟+2 +   2𝑟+14𝑟)𝑥4

−   ∑ 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=3

 

ve son iki terim toplamın içine alınırsa 

 −2𝑟−1𝑥2𝑔(𝑥) = −(2𝑟 + 1)𝑥2 − ∑ 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=1

 

elde edilir. Son eşitlikte 𝑛 yerine 𝑛 − 2 yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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−2𝑟−1𝑥2𝑔(𝑥) = −(2𝑟 + 1)𝑥2 − ∑ 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔 − 2)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

                                   (2.23) 

olur. Eş. (2.21), (2.22) ve (2.23) den 

𝑔(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2)

= 2 + 21−𝑟 + 𝑥 + ∑[𝑍(𝑟, 𝜔) − 2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) −   2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔 − 2)]

∞

𝜔=3

 

elde edilir. Birinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının indirgeme bağıntısı kullanılırsa 

𝑔(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2) = 2 + 21−𝑟 + 𝑥 

olur ve buradan da 

𝑔(𝑥) =
2 + 21−𝑟 + 𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
 

bulunur.∎ 
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3. İKİNCİ TİP 𝒓 −PELL VE  𝒓 −PELL − LUCAS SAYILARI  

3.1  İkinci Tip 𝒓 −Pell Sayıları  

3.1.1. Tanım 

Daha sade sonuçlar elde edebilmek amacıyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas 

sayılarının yeni bir genelleştirmesi, 𝑟 −  Pell ve 𝑟 −  Pell − Lucas sayılarının 

indirgeme bağıntısı kullanılarak tanımlanacaktır. Bu sayılar ikinci tip 𝑟 −  Pell ve 

𝑟 −Pell−Lucas sayıları olarak isimlendirilecektir. 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 2 𝑣𝑒  𝑟 ≥ 1 ve başlangıç koşulları 𝑦̃(𝑟, 0) = 0 ve 𝑦̃(𝑟, 1) = 1 

olmak üzere ikinci tip 𝑟 −  Pell sayıları 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) = 2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) + 2𝑟−1𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 2)                                                           (3.1) 

indirgeme bağıntısıyla tanımlansın. Buna göre ikinci tip 𝑟 – Pell sayılarının bazı 

terimleri 

𝑦̃(𝑟, 0) = 0, 

𝑦̃(𝑟, 1) = 1, 

𝑦̃(𝑟, 2) = 2𝑟 , 

𝑦̃(𝑟, 3) = 4𝑟 + 2𝑟−1, 

𝑦̃(𝑟, 4) = 8𝑟 + 4𝑟 . 

olduğu görülebilir. 
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3.2.   İkinci Tip 𝒓 – Pell – Lucas Sayıları 

3.2.1 Tanım  

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 2 ve  𝑟 ≥ 1 ve başlangıç koşulları 𝑧̃(𝑟, 0) = 21−𝑟 ve 𝑧̃(𝑟, 1) =

1 olmak üzere ikinci tip 𝑟 − Pell−Lucas tamsayı dizisi 

𝑧̃(𝑟, 𝜔) = 2𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) + 2𝑟−1𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 2)                                                              (3.2) 

indirgeme bağıntısıyla tanımlansın. Buna göre ikinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının 

bazı terimleri 

𝑧̃(𝑟, 0) = 21−𝑟 , 

𝑧̃(𝑟, 1) = 1, 

𝑧̃(𝑟, 2) = 2𝑟 , 

𝑧̃(𝑟, 3) = 4𝑟 + 3. 2𝑟−1. 

olduğu görülebilir. 

3.2.2 Teorem (Binet Formülleri) 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere; 

 𝜔-yinci ikinci tip 𝑟 −Pell ve ikinci tip 𝑟 −Pell−Lucas sayısı 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
                                                                                                            (3.3) 

 ve 
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𝑧̃(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
                                                                                                         (3.4) 

dir. Burada 𝑟1  ve 𝑟2 daha önce tanımlandıkları gibidir. 

İspat. 

İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) = 𝑐1𝑟1
𝜔 + 𝑐2𝑟2

𝜔                                                                                                   (3.5) 

olsun. 

 𝜔 = 0 için 

𝑦̃(𝑟, 0) = 𝑐1 + 𝑐2 = 0                                                                                                      (3.6) 

ve 

 𝜔 = 1 için 

𝑦̃(𝑟, 1) = 𝑐1𝑟1 + 𝑐2𝑟2 = 1                                                                                               (3.7) 

elde edilir. 𝑟1  ve 𝑟2 (3.7) de yerine yazılırsa 

𝑐1 (
2𝑟 + 𝐾

2
) + 𝑐2 (

2𝑟 − 𝐾

2
) = 1 

𝑐12𝑟 + 𝑐1𝐾 + 𝑐22𝑟 − 𝑐2𝐾 = 2 

ve buradan 

2𝑟(𝑐1 + 𝑐2) + 𝐾(𝑐1 − 𝑐2) = 2                                                                                        (3.8) 

bulunur. Eş. (3.6), (3.8) de yerine yazılırsa 
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𝑐1 − 𝑐2 =
2

𝐾
                                                                                                                    (3.9) 

ve 

𝑐1 + 𝑐2 = 0                                                                                                                    (3.10) 

elde edilir. Buradan 

𝑐1 =
1

𝐾
       ve     𝑐2  = −

1

𝐾
 

olur. Dolayısıyla 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) =
1

𝐾
𝑟1

𝜔 −
1

𝐾
𝑟2

𝜔 

bulunur. Eş. (2.5) den 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

elde edilir.  İkinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının Binet formülü 

𝑧̃(𝑟, 𝜔) = 𝑑1𝑟1
𝜔 + 𝑑2𝑟2

𝜔                                                                                                (3.11) 

olsun.  𝜔 = 0  için 

𝑧̃(𝑟, 0) = 𝑑1 + 𝑑2 = 21−𝑟                                                                                            (3.12 ) 

ve 𝜔 = 1 için 

𝑧̃(𝑟, 1) = 𝑑1𝑟1 + 𝑑2𝑟2 = 1                                                                                            (3.13) 

olur. 𝑟1 ve 𝑟2, (3.13) de yazılırsa 
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𝑑1 (
2𝑟 + 𝐾

2
) + 𝑑2 (

2𝑟 − 𝐾

2
) = 1 

𝑑12𝑟 + 𝑑1𝐾 + 𝑑22𝑟 − 𝑑2𝐾 = 2 

ve 

2𝑟(𝑑1 + 𝑑2) + 𝐾(𝑑1 − 𝑑2) = 2                                                                                    (3.14) 

elde edilir. Eş. (3.12), (3.14) de yerine yazılırsa 

𝑑1 − 𝑑2 = 0                                                                                                                        (3.15) 

ve 

𝑑1 + 𝑑2 = 21−𝑟 

olur. Eş. (3.12) ve (3.15) den 

𝑑1 = 2−𝑟 

ve 

 𝑑2 = 2−𝑟 

elde edilir. Buradan 

𝑧̃(𝑟, 𝜔) = 2−𝑟𝑟1
𝜔 + 2−𝑟𝑟2

𝜔 

                =
1

2𝑟
𝑟1

𝜔 +
1

2𝑟
𝑟2

𝜔 

                 =
𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔

2𝑟
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                 =
𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

bulunur ki bu ise ispatı tamamlar.∎ 

3.2.3 Teorem (Üreteç fonksiyonları) 

Keyfi bir tamsayı 𝑟 ≥ 1  olmak üzere ikinci tip 𝑟 –Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔  

∞

𝜔=0

=
𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
                                                                         (3.16) 

ve ikinci tip 𝑟 –Pell−Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔

∞

𝜔=0

=
21−𝑟 − 𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
                                                                          (3.17) 

şeklindedir. 

İspat.  

İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 

ℎ(𝑥) = ∑ 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔  

∞

𝜔=0

∀ 𝑟 ≥ 1 

olsun. İlk üç terimi açılırsa 

ℎ(𝑥) = 𝑦̃(𝑟, 0) + 𝑦̃(𝑟, 1)𝑥 + 𝑦̃(𝑟, 2)𝑥2 + ∑ 𝑦̃

∞

𝜔=3

(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔 

ve dolayısıyla 
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ℎ(𝑥) = 𝑥 + 2𝑟𝑥2 + ∑ 𝑦̃

∞

𝜔=3

(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔                                                                            (3.18) 

elde edilir. Eş. (3.18), −2𝑟𝑥 ile çarpılırsa 

−2𝑟𝑥ℎ(𝑥) = −2𝑟𝑥2 − 22𝑟𝑥3 − ∑ 𝑦̃(𝑟, 𝜔)2𝑟𝑥𝜔+1

∞

𝜔=3

 

Son terim toplamın içine alınırsa 

−2𝑟𝑥ℎ(𝑥) = −2𝑟𝑥2 − ∑ 𝑦̃(𝑟, 𝜔)2𝑟𝑥𝜔+1

∞

𝜔=2

 

olur. 𝜔 yerine 𝜔 − 1 yazılırsa 

−2𝑟𝑥ℎ(𝑥) = −2𝑟𝑥2 − ∑ 𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1)2𝑟𝑥𝜔

∞

𝜔=3

                                                          (3.19) 

elde edilir. Eş. (3.18), −2𝑟−1𝑥2 ile çarpılırsa 

−2𝑟−1𝑥2ℎ(𝑥) = −2𝑟−1𝑥3 − 22𝑟−1𝑥4 − ∑ 2𝑟−1𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=3

 

bulunur. Buradan 

−2𝑟−1𝑥2ℎ(𝑥) = − ∑ 2𝑟−1𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=1

 

olur. 𝜔 yerine 𝜔 − 2 yazılırsa 

−2𝑟−1𝑥2ℎ(𝑥) = − ∑ 2𝑟−1𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 2)𝑥𝜔                                                              (3.20)

∞

𝜔=3
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elde edilir. Eş. (3.18), (3.19) ve (3.20) den 

ℎ(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2)

= 𝑥 + ∑[𝑦̃(𝑟, 𝜔) − 2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) − 2𝑟−1𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 2)]

∞

𝜔=3

𝑥𝜔 

bulunur. İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının indirgeme bağıntısı (3.1), son eşitlikte yerine 

yazılırsa 

ℎ(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2) = 𝑥 

olur ve buradan da 

ℎ(𝑥) =
𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
 

elde edilir. 

 İkinci tip 𝑟 −Pell−Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu 

𝑣(𝑥) = ∑ 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔

∞

𝜔=0

 

olsun. İlk üç terim açılırsa 

𝑣(𝑥) = 𝑧̃(𝑟, 0) + 𝑧̃(𝑟, 1)𝑥 + 𝑧̃(𝑟, 2)𝑥2 + ∑ 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

 

elde edilir ve buradan da 

𝑣(𝑥) = 21−𝑟 + 𝑥 + (2𝑟 + 1)𝑥2 + ∑ 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

                                                   (3.21) 

olur. Eş. (3.21) in her iki yanı, −2𝑟𝑥 ile çarpılırsa 
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−2𝑟𝑥𝑣(𝑥) = −2𝑥 − 2𝑟𝑥2 − (22𝑟 + 2𝑟)𝑥3 − ∑ 2𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+1

∞

𝜔=3

 

elde edilir. Buradan 

−2𝑟𝑥𝑣(𝑥) = −2𝑥 − 2𝑟𝑥2 − ∑ 2𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+1

∞

𝜔=2

 

olur ve 𝜔 yerine 𝜔 − 1 yazılırsa 

−2𝑟𝑥𝑣(𝑥) = −2𝑥 − 2𝑟𝑥2 − ∑ 2𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1)𝑥𝜔                                                  (3.22)

∞

𝜔=3

 

bulunur. Eş. (3.21) in her iki yanı, −2𝑟−1𝑥2 ile çarpılırsa 

−2𝑟−1𝑥2𝑣(𝑥) = −𝑥2 − 2𝑟−1𝑥3 − (22𝑟−1 + 2𝑟−1)𝑥4 − ∑ 2𝑟−1𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=3

 

olur. Dolayısıyla 

−2𝑟−1𝑥2𝑣(𝑥) = −𝑥2 − ∑ 2𝑟−1𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑥𝜔+2

∞

𝜔=1

 

elde edilir. 𝜔 yerine 𝜔 − 2 yazılırsa 

−2𝑟−1𝑥2𝑣(𝑥) = −𝑥2 − ∑ 2𝑟−1𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 2)𝑥𝜔

∞

𝜔=3

                                                     (3.23) 

olur. Eş. (3.21), (3.22) ve (3.23) den 

𝑣(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2)

= 21−𝑟 − 𝑥 + ∑[𝑧̃(𝑟, 𝜔) − 2𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) − 2𝑟−1𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 2)]𝑥𝜔

∞

𝜔=3
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elde edilir. İkinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının indirgeme bağıntısı (3.2) kullanılırsa 

𝑣(𝑥)(1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2) = 21−𝑟 − 𝑥 

elde edilir ve buradan da 

𝑣(𝑥) =
21−𝑟 − 𝑥

1 − 2𝑟𝑥 − 2𝑟−1𝑥2
  

bulunur.∎ 
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4. BAZI SONUÇLAR 

Bu bölümde bazı iyi bilinen özdeşliklerin genelleştirilmesi verilecektir. 

4.1. Lemma 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0  ve 𝑟 ≥ 1  olmak üzere birinci tip 𝑟 −  Pell ve 𝑟 −  Pell – 

Lucas sayılarıyla, ikinci tip 𝑟 − Pell ve 𝑟 −Pell−Lucas sayıları arasında 

𝑌(𝑟, 𝜔) = 2𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔),                                                                               (4.1) 

ve 

𝑍(𝑟, 𝜔) = 2𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 1) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔).                                                                                (4.2)   

bağıntıları vardır. 

İspat. Birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑌(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                =
(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔 − (1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                =
𝑟1

𝜔 + 2𝑟1
𝜔+1 − (𝑟2

𝜔 + 2𝑟2
𝜔+1)

𝑟1 − 𝑟2
 

                 =
2(𝑟1

𝜔+1 − 𝑟2
𝜔+1) + 𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                 = 2 (
𝑟1

𝜔+1 − 𝑟2
𝜔+1

𝑟1 − 𝑟2
) +

𝑟1
𝜔 − 𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                 = 2𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔) 
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bulunur. Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa 

𝑍(𝑟, 𝜔) =
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

                 =
(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔 + (1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

                 =
𝑟1

𝜔 + 2𝑟1
𝜔+1 + 𝑟2

𝜔 + 2𝑟2
𝜔+1

𝑟1 + 𝑟2
 

                 =
2(𝑟1

𝜔+1 + 𝑟2
𝜔+1) + 𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

                 = 2 (
𝑟1

𝜔+1 + 𝑟2
𝜔+1

𝑟1 + 𝑟2
) +

𝑟1
𝜔 + 𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

                  = 2𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 1) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

elde edilir.∎ 

Daha önce birinci tip 𝑟 −Pell ve 𝑟 − Pell− Lucas sayıları sadece pozitif tamsayılar 

için tanımlanabilmişti. Bu bölümde ise bu sayıların ikinci tip 𝑟 −Pell ve 𝑟 − Pell− 

Lucas sayıları aracılığıyla, negatif tamsayılar için de tanımlanabildiği görülecektir. 

4.2. Lemma 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0  ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

 𝑦̃(𝑟, −𝜔) = (−1)𝜔+12𝜔(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔)                                                                          (4.3) 

ve 

𝑧̃(𝑟, −𝜔) = (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔)                                                                                 (4.4) 
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dir. 

İspat. 

İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülünden 

𝑦̃(𝑟, −𝜔) =
𝑟1

−𝜔 − 𝑟2
−𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                 =

1

𝑟1
𝜔 −

1

𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                  =

𝑟2
𝜔−𝑟1

𝜔

(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

                   = −
1

(𝑟1𝑟2)𝜔
[
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
] 

                    = −
1

(−2𝑟−1)𝜔
𝑦̃(𝑟, 𝜔) 

                    = (−1)𝜔+12𝜔(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔) 

bulunur. İkinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülünden 

𝑧̃(𝑟, −𝜔) =
𝑟1

−𝜔 + 𝑟2
−𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

                  =

1

𝑟1
𝜔 +

1

𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

                  =

𝑟1
𝜔+𝑟2

𝜔

(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑟1 + 𝑟2
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                   =
1

(𝑟1𝑟2)𝜔
[
𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
] 

                       =
1

(−2𝑟−1)𝜔
𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

                       = (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

elde edilir.∎ 

4.3 Teorem 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

𝑌(𝑟, −𝜔) = (−1)𝜔+12(𝜔−1)(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 2)                                                             (4.5) 

ve  

 𝑍(𝑟, −𝜔) = (−1)𝜔2(𝜔−1)(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 2)                                                                 (4.6) 

dir. 

İspat. 

Eş. (4.1) de 𝜔  yerine −𝜔 yazılırsa 

𝑌(𝑟, −𝜔) = 2𝑦̃(𝑟, −𝜔 + 1) + 𝑦̃(𝑟, −𝜔) 

                  = 2𝑦̃(𝑟, −(𝜔 − 1)) + 𝑦̃(𝑟, −𝜔) 

elde edilir. Eş. (4.3) kullanılarak 

  𝑌(𝑟, −𝜔) = 2(−1)𝜔2(𝜔−1)(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) + (−1)𝜔+12𝜔(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔) 

                   = (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)+𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) + (−1)𝜔+12𝜔(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔) 
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                    = (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)[2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)] 

bulunur. Eş. (3.1) den 

  𝑌(𝑟, −𝜔) = (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)[2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) − (2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) + 2𝑟−1𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 2))] 

                       = (−1)𝜔+12(𝜔−1)(1−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 2) 

elde edilir. Eş. (4.2) de 𝜔 yerine −𝜔 yazılırsa 

𝑍(𝑟, −𝜔) = 2𝑧̃(𝑟, −𝜔 + 1) + 𝑧̃(𝑟, −𝜔) 

                  = 2𝑧̃(𝑟, −(𝜔 − 1)) + 𝑧̃(𝑟, −𝜔) 

olur. Eş.(4.4) yardımıyla 

   𝑍(𝑟, −𝜔) = 2(−1)𝜔−12(𝜔−1)(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) + (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

                   = (−1)𝜔−12𝜔(1−𝑟)+𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) + (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

                    = (−1)𝜔2𝜔(1−𝑟)[−2𝑟𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔)] 

elde edilir. Eş. (3.2) den 

    𝑍(𝑟, −𝜔) = (−1)𝜔2(𝜔−1)(1−𝑟)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 2) 

bulunur.∎ 

Aşağıdaki lemmaya daha sonra ihtiyaç duyulacaktır. 

4.4 Lemma 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0  ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 𝑟1, 𝑟2 ve 𝐾 önceden tanımlandıkları 

gibi olmak üzere 
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 1 +
1

𝑟1
=  

𝐾

2𝑟
                                                                                                                   (4.7) 

ve 

 1 +
1

𝑟2
= −

𝐾

2𝑟
                                                                                                                 (4.8) 

dir. 

İspat.𝑟1 ve 𝑟2  nin tanımından 

1 +
1

𝑟1
= 1 +

1
2𝑟+𝐾

2

 

             = 1 +
2

2𝑟 + 𝐾
 

             = 1 +
2𝑟+1 − 2𝐾

4𝑟 − (4𝑟 + 2. 2𝑟)
 

             = 1 −
2. 2𝑟 − 2𝐾

2. 2𝑟
 

              = 1 −
2𝑟 − 𝐾

2𝑟
  

               =  
𝐾

2𝑟
 

ve 

1 +
1

𝑟2
= 1 +

1
2𝑟−𝐾

2

 

             = 1 +
2

2𝑟 − 𝐾
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            = 1 +
2𝑟+1 + 2𝐾

4𝑟 − (4𝑟 + 2𝑟+1)
 

             = 1 −
2𝑟+1 + 2𝐾

2𝑟+1
 

              = 1 −
2𝑟 + 𝐾

2𝑟
 

              = −
𝐾

2𝑟
 

bulunur.∎ 

Koshy (2010) daha önce Pell ve Pell−Lucas sayıları için bazı eşitlikler vermişti. Bu 

eşitlikleri birinci tip 𝑟 − Pell, 𝑟 −Pell –Lucas sayıları ve ikinci tip 𝑟 −Pell , 𝑟 − Pell – 

Lucas sayıları için tekrar verelim. 

4.5 Teorem 

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0  𝑣𝑒 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

 𝑍(𝑟, 𝜔) = 𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1),                                                                               (4.9) 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔) = 21−𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 + 1),                                                                       (4.10) 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = 𝑍(𝑟, 𝜔),                                                                                (4.11) 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) =  
𝐾2

4𝑟
𝑌(𝑟, 𝜔),                                                                         (4.12) 

22𝑟[𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − 𝐾2[𝑌(𝑟, 𝜔)]2 = (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)+2 ,                                                (4.13) 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) = 𝑧̃(𝑟, 𝜔),                                                                                  (4.14) 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔) = 21−𝑟𝑦(𝑟, 𝜔 + 1),                                                                        (4.15) 
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∑ 𝑌(𝑟, 𝑖) =
𝑌(𝑟, 𝜔) + 2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) − 3

3. 2𝑟−1 − 1
,                                                          (4.16)

𝜔−1

𝑖=0

 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖) =
𝑍(𝑟, 𝜔) + 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) − 21−𝑟 − 3

3. 2𝑟−1 − 1

𝜔−1

𝑖=0

.                                            (4.17) 

özdeşlikleri sağlanır. 

İspat. 

Birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa ve Eş.(2.5) den 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = 

=
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝐾
+

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−1 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔−1

𝐾
 

=  
1

𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 + 𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1] 

=  
1

𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (1 +

1

𝑟1
) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (1 +

1

𝑟2
)] 

=
1

 𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (

𝑟1 + 1

𝑟1
) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (

𝑟2 + 1

𝑟2
)] 

=  (
1

𝑟1𝑟2
) (

1

𝐾
) [𝑟1

˅𝑟1
𝜔𝑟2(𝑟1 + 1) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔𝑟1(𝑟2 + 1)] 

= (
1

𝑟1𝑟2
) (

1

𝐾
) [𝑟1

˅𝑟1
𝜔(𝑟1𝑟2 + 𝑟2) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔(𝑟1𝑟2 + 𝑟1)] 

olur. Eş. (2.4) ve 𝑟1 ve 𝑟2 yardımıyla 
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𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1)

= (
1

𝑟1𝑟2
) (

1

𝐾
) [𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (−2𝑟−1 +

2𝑟 − 𝐾

2
) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (−2𝑟−1 +

2𝑟 + 𝐾

2
)] 

bulunur. 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = (
1

𝑟1𝑟2
) (

1

𝐾
) [𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (−

𝐾

2
) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (

𝐾

2
)] 

elde edilir. Buradan 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = −
1

2𝑟1𝑟2

[𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔] 

olur. Eş. (2.4) den 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) =
1

 2𝑟
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔] 

bulunur. Eş. (2.3) kullanılarak 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) =  
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

elde edilir. Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = 𝑍(𝑟, 𝜔) 

elde edilir ki bu ise ispatı tamamlar. 

Birinci tip 𝑟 − Pell ve 𝑟 − Pell − Lucas sayılarının Binet formülleri yerlerine 

yazıldığında 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔) 
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=  
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
+

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

elde edilir. 

Eş. (2.3) ve (2.5) son eşitlikte yerine yazılırsa buradan 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔) 

=
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝐾
+

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

2𝑟
 

=
2𝑟(𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔) + 𝐾(𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔)

2𝑟𝐾
 

=  
(2𝑟 + 𝐾)𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − (2𝑟 − 𝐾)𝑟2

˅𝑟2
𝜔

2𝑟𝐾
 

= [
(2𝑟 + 𝐾)𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − (2𝑟 − 𝐾)𝑟2

˅𝑟2
𝜔

2𝑟𝐾
] (

2

2
) 

=  
2

2𝑟𝐾
 [𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (

2𝑟 + 𝐾

2
) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (

2𝑟 − 𝐾

2
)] 

olur. Son eşitlikte 𝑟1 ve 𝑟2 yerlerine yazılırsa 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔) =  
2

2𝑟
[
𝑟1

˅𝑟1
𝜔+1 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+1

𝐾
] 

bulunur. Eş. (2.5) kullanılarak 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔) =
2

2𝑟
[
𝑟1

˅𝑟1
𝜔+1 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+1

𝑟1 − 𝑟2
] 

ve Birinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü yardımıyla 
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𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔) = 21−𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) 

elde edilir. 

Birinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılarak ve Eş. (2.5) den 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) 

=  
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝐾
+

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−1 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔−1

𝐾
 

elde edilir. 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) 

=  
1

𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 + 𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1] 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) 

=  
1

𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (1 +

1

𝑟1
) − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (1 +

1

𝑟2
)] 

bulunur ve Eş. (4.7) ve (4.8) kullanılarak 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) 

=  
1

𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔

𝐾

2𝑟
− 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (−

𝐾

2𝑟
)] 

=  
1

𝐾
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔

𝐾

2𝑟
+ 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝐾

2𝑟
] 

=
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

2𝑟
 

olur. Eş.(2.3) den 
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𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) 

=  
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

bulunur. Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü yardımıyla 

𝑌(𝑟, 𝜔) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = 𝑍(𝑟, 𝜔) 

elde edilir. 

Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü kullanılarak Eş.(2.3) den 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) 

=  
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑀
+

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−1 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔−1

𝑀
 

elde edilir. Buradan 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) 

=
1

𝑀
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 + 𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1] 

olur. Eş. (2.3) den 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) 

=
1

2𝑟
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (1 +

1

𝑟1
) + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (1 +

1

𝑟2
)] 

elde edilir. Eş. (4.7) ve (4.8) vasıtasıyla 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) 
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=
1

2𝑟
[𝑟1

˅𝑟1
𝜔 (

𝐾

2𝑟
) + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 (−

𝐾

2𝑟
)] 

=
1

2𝑟
[
𝑟1

˅𝑟1
𝜔𝐾

2𝑟
−

𝑟2
˅𝑟2

𝜔𝐾

2𝑟
] 

bulunur. Eş. (2.5) den 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) 

=
𝐾2

4𝑟
[
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
] 

olur. Birinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılarak 

𝑍(𝑟, 𝜔) + 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) =
𝐾2

4𝑟
𝑌(𝑟, 𝜔) 

bulunur. 

Birinci tip 𝑟 −Pell ve 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülleri kullanılarak 

22𝑟[𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − 𝐾2[𝑌(𝑟, 𝜔)]2 = 

= [2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − [𝐾𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

elde edilir. Buradan 

= [2𝑟 (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
)]

2

− [𝐾 (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
)]

2

 

olduğu görülür. Eş. (2.3) ve (2.5) kullanılarak 

22𝑟[𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − 𝐾2[𝑌(𝑟, 𝜔)]2 
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= [2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − [𝐾𝑌(𝑟, 𝜔)]2 = [2𝑟 (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

2𝑟
)]

2

− [𝐾 (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝐾
)]

2

 

= (𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔)2 − (𝑟1
˅𝑟1

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔)2 

= [(𝑟1
˅)2𝑟1

2𝜔 + 2𝑟1
˅𝑟2

˅(𝑟1𝑟2)𝜔 + (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔]

− [(𝑟1
˅)2𝑟1

2𝜔 − 2𝑟1
˅𝑟2

˅(𝑟1𝑟2)𝜔 + (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔] 

= 4𝑟1
˅𝑟2

˅(𝑟1𝑟2)𝜔 

bulunur. Lemma 2.2. ve (2.4) vasıtasıyla 

 22𝑟[𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − 𝐾2[𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

= [2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − [𝐾𝑌(𝑟, 𝜔)]2 = 4(−2𝑟−1)𝜔 

olur ve buradan 

22𝑟[𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − 𝐾2[𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

= [2𝑟𝑍(𝑟, 𝜔)]2 − [𝐾𝑌(𝑟, 𝜔)]2  = (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)+2 

elde edilir. 

İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa ve Eş.(2.5) den 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) 

=
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
+

𝑟1
𝜔−1 − 𝑟2

𝜔−1

𝑟1 − 𝑟2
 

bulunur. Eş. (2.5) den 

=
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔 + 𝑟1

𝜔−1 − 𝑟2
𝜔−1

𝐾
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=
𝑟1

𝜔 (1 +
1

𝑟1
) − 𝑟2

𝜔 (1 +
1

𝑟2
)

𝐾
 

olur. Eş. (4.7) ve (4.8) yerlerine yazıldığında 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) 

=
𝑟1

𝜔 𝐾

2𝑟
− 𝑟2

𝜔 (−
𝐾

2𝑟
)

𝐾
 

bulunur.Eş. (2.3) aracılığıyla 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) 

=
𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

eşitliğini verir ki buradan İkinci tip 𝑟 −  Pell −  Lucas sayılarının Binet formülü 

bulunur. Buradan 

= 𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

elde edilir. 

İkinci tip 𝑟 − Pell ve 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülleri kullanılarak 

ỹ(r, ω) + z̃(r, ω) = 

=
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
+

𝑟1
𝜔 + 𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
 

bulunur. Eş. (2.3) ve (2.5) yerlerine yazılırsa buradan  

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔) = 
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=
𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔

𝐾
+

𝑟1
𝜔 + 𝑟2

𝜔

2𝑟
 

=
2𝑟(𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔) + 𝐾(𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔)

𝐾. 2𝑟
 

=
𝑟1

𝜔(2𝑟 + 𝐾) − 𝑟2
𝜔(2𝑟 − 𝐾)

𝐾. 2𝑟
 

=
21−𝑟

𝐾
[𝑟1

𝜔 (
2𝑟 + 𝐾

2
) − 𝑟2

𝜔 (
2𝑟 − 𝐾

2
)] 

olur. Eş. (2.5), 𝑟1 ve 𝑟2 yardımıyla 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

= 21−𝑟 [
𝑟1

𝜔+1 − 𝑟2
𝜔+1

𝑟1 − 𝑟2
] 

elde edilir ve İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa buradan 

𝑦̃(𝑟, 𝜔) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔) 

= 21−𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) 

bulunur. 

Birinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa ve Eş. (2.5) den 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖) = ∑ (
𝑟1

˅𝑟1
𝑖 − 𝑟2

˅𝑟2
𝑖

𝑟1 − 𝑟2
)

𝜔−1

𝑖=0

𝜔−1

𝑖=0

 

 =
1

𝐾
∑(𝑟1

˅𝑟1
𝑖 − 𝑟2

˅𝑟2
𝑖)

𝜔−1

𝑖=0
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=
1

𝐾
[𝑟1

˅ ∑(𝑟1
𝑖) − 𝑟2

˅ ∑(𝑟2
𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

𝜔−1

𝑖=0

] 

olur ve daha önce tanımlanan 𝑟1
˅ 𝑣𝑒 𝑟2

˅ yerlerine yazılırsa 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝐾
[(1 + 2𝑟1)(1 + 𝑟1 + 𝑟1

2 + ⋯ + 𝑟1
𝜔−1) − (1 + 2𝑟2)(1 + 𝑟2 + 𝑟2

2 + ⋯ 𝑟2
𝜔−1)] 

=
1

𝐾
[(1 + 2𝑟1) (

1 − 𝑟1
𝜔

1 − 𝑟1
) − (1 + 2𝑟2) (

1 − 𝑟2
𝜔

1 − 𝑟2
)] 

=
1

𝐾
[
(1 + 2𝑟1)(1 − 𝑟2)(1 − 𝑟1

𝜔) − (1 + 2𝑟2)(1 − 𝑟1)(1 − 𝑟2
𝜔)

1 − (𝑟1 + 𝑟2) + 𝑟1𝑟2
] 

=
1

𝐾
[
(1 − 2𝑟1𝑟2 + 2𝑟1 − 𝑟2)(1 − 𝑟1

𝜔) − (1 − 2𝑟1𝑟2 − 𝑟1 + 2𝑟2)(1 − 𝑟2
𝜔)

1 − (𝑟1 + 𝑟2) + 𝑟1𝑟2
] 

elde edilir. Eş. (2.3) ve (2.4) vasıtasıyla 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑟1 − 𝑟2
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − (1 + 2𝑟 + 2𝑟1 − 𝑟2)𝑟1

𝜔 + (1 + 2𝑟 − 𝑟1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔

1 − 2𝑟 − 2𝑟−1
] 

bulunur ki 𝑟1
˅ve 𝑟2

˅ değerleri yerlerine yazılarak 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0
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=
1

𝐾
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − (𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + (2𝑟 − 𝑟2)𝑟1

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔 − (2𝑟 − 𝑟1)𝑟2
𝜔)

1 − 3. 2𝑟−1
] 

elde edilir. Buradan 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝐾
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − (2𝑟 − 𝑟2)𝑟1

𝜔 + (2𝑟 − 𝑟1)𝑟2
𝜔

1 − 3. 2𝑟−1
] 

=
1

𝐾
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − (2𝑟𝑟1 − 𝑟1𝑟2)𝑟1

𝜔−1 + (2𝑟𝑟2 − 𝑟1𝑟2)𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

bulunur. Eş. (2.4) den 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝐾
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − (2𝑟𝑟1 + 2𝑟−1)𝑟1

𝜔−1 + (2𝑟𝑟2 + 2𝑟−1)𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

=
1

𝐾
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − 2𝑟−1(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔−1 + 2𝑟−1(1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

olur ki 𝑟1
˅ve 𝑟2

˅ yerlerine yazılırsa ve Eş. (2.5) den 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑟1 − 𝑟2
[
3(𝑟1 − 𝑟2) − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − 2𝑟−1𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 + 2𝑟−1𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 
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=
1

3. 2𝑟−1 − 1
[
−3(𝑟1 − 𝑟2) + 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 + 2𝑟−1𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 − 2𝑟−1𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1

𝑟1 − 𝑟2
] 

=
1

3. 2𝑟−1 − 1
[
−3(𝑟1 − 𝑟2) + 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 + 2𝑟−1(𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1)

𝑟1 − 𝑟2
] 

=
1

3. 2𝑟−1 − 1
[−3 + (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
) + 2𝑟−1 (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−1 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔−1

𝑟1 − 𝑟2
)] 

elde edilir. Birinci tip  𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa ve buradan 

∑ 𝑌(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
𝑌(𝑟, 𝜔) + 2𝑟−1𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) − 3

3. 2𝑟−1 − 1
 

bulunur. 

Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü ve Eş. (2.3) yerlerine yazılırsa  

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖) = ∑ [
𝑟1

˅𝑟1
𝑖 + 𝑟2

˅𝑟2
𝑖

𝑟1 + 𝑟2
]

𝜔−1

𝑖=0

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑀
∑[𝑟1

˅𝑟1
𝑖 + 𝑟2

˅𝑟2
𝑖]

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑀
[𝑟1

˅ ∑(𝑟1
𝑖) + 𝑟2

˅ ∑(𝑟2
𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

𝜔−1

𝑖=0

] 

=
1

𝑀
[(1 + 2𝑟1)(1 + 𝑟1 + 𝑟1

2 + ⋯ + 𝑟1
𝜔−1) + (1 + 2𝑟2)(1 + 𝑟2 + 𝑟2

2 + ⋯ + 𝑟2
𝜔−1)] 
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=
1

𝑀
[(1 + 2𝑟1) (

1 − 𝑟1
𝜔

1 − 𝑟1
) + (1 + 2𝑟2) (

1 − 𝑟2
𝜔

1 − 𝑟2
)] 

=
1

𝑀
[
(1 + 2𝑟1)(1 − 𝑟2)(1 − 𝑟1

𝜔) + (1 + 2𝑟2)(1 − 𝑟1)(1 − 𝑟2
𝜔)

1 − 𝑀 + 𝑟1𝑟2
] 

=
1

𝑀
[
(1 − 2𝑟1𝑟2 + 2𝑟1 − 𝑟2)(1 − 𝑟1

𝜔) + (1 − 2𝑟1𝑟2 − 𝑟1 + 2𝑟2)(1 − 𝑟2
𝜔)

1 − 𝑀 + 𝑟1𝑟2
] 

olur. Eş. (2.3) ve (2.4) kullanılarak 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑀
[
(1 + 2𝑟 + 2𝑟1 − 𝑟2)(1 − 𝑟1

𝜔) + (1 + 2𝑟 − 𝑟1 + 2𝑟2)(1 − 𝑟2
𝜔)

1 − 2𝑟 − 2𝑟−1
] 

=
1

𝑀
[
2 + 2. 2𝑟 + 𝑟1 + 𝑟2 − (1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔 − (2𝑟 − 𝑟2)𝑟1
𝜔 − (1 + 2𝑟2)𝑟2

𝜔 − (2𝑟 − 𝑟1)𝑟2
𝜔

1 − 3. 2𝑟−1
] 

bulunur. Eş. (2.3)  ve daha önce tanımladığımız 𝑟1
˅ ve 𝑟2

˅ aracılığıyla 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑀
[
2 + 3. 2𝑟 − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − (2𝑟 − 𝑟2)𝑟1

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔 − (2𝑟 − 𝑟1)𝑟2
𝜔

1 − 3. 2𝑟−1
] 

elde edilir. Buradan 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0
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=
1

𝑀
[
2 + 3. 2𝑟 − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − (2𝑟𝑟1 − 𝑟1𝑟2)𝑟1

𝜔−1 − (2𝑟𝑟2 − 𝑟1𝑟2)𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

olur. Eş. (2.4) den 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑀
[
2 + 3. 2𝑟 − 𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔 − (2𝑟𝑟1 + 2𝑟−1)𝑟1

𝜔−1 − (2𝑟𝑟2 + 2𝑟−1)𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

=
1

𝑀
[
2 + 3. 2𝑟 − (𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔) − 2𝑟−1(1 + 2𝑟1)𝑟1

𝜔−1 − 2𝑟−1(1 + 2𝑟2)𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

bulunur ve 𝑟1
˅ ve 𝑟2

˅ yerlerine yazılırsa ve Eş. (2.3) den 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
1

𝑟1 + 𝑟2
[
2 + 3. 2𝑟 − (𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔) − 2𝑟−1𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 − 2𝑟−1𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1

1 − 3. 2𝑟−1
] 

=
1

1 − 3. 2𝑟−1
[
2 + 3. 2𝑟 − (𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔) − 2𝑟−1(𝑟1

˅𝑟1
𝜔−1 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−1)

𝑟1 + 𝑟2
] 

=
1

1 − 3. 2𝑟−1
[(

2 + 3. 2𝑟

𝑟1 + 𝑟2
) − (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
) − 2𝑟−1 (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−1 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔−1

𝑟1 + 𝑟2
)] 

elde edilir. Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü ve (2.3) kullanılarak 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0
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=
1

1 − 3. 2𝑟−1
[
2 + 3. 2𝑟

2𝑟
− 𝑍(𝑟, 𝑛) − 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝑛 − 1)] 

=
1

1 − 3. 2𝑟−1
[21−𝑟 + 3 − 𝑍(𝑟, 𝜔) − 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔 − 1)] 

olur ve buradan da 

∑ 𝑍(𝑟, 𝑖)

𝜔−1

𝑖=0

 

=
𝑍(𝑟, 𝜔) + 2𝑟−1𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) − 21−𝑟 − 3

3. 2𝑟−1 − 1
 

bulunur.∎ 

Bu eşitliklere ek olarak aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

4.6 Teorem  

İki keyfi tamsayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

 𝑧̃(𝑟, 𝜔) + 𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) = (1 + 21−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔), 

 21−𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) + 𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) = 2𝑍(𝑟, 𝜔), 

 21−𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) + 𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) = 2𝑧̃(𝑟, 𝜔), 

 𝑍(𝑟, 𝜔) − 𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) = 22−𝑟𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) − (3 + 21−𝑟)𝑌(𝑟, 𝜔), 

 𝑧̃(𝑟, 𝜔) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) = 22−𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) − (3 + 21−𝑟)𝑦̃(𝑟, 𝜔), 

 4𝑟[𝑧̃(𝑟, 𝜔)]2 − (4𝑟 + 2𝑟+1)[𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2 = (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)+2, 

 4𝑟[𝑍(𝑟, 𝜔)]2 + (4𝑟 + 2𝑟+1)[𝑌(𝑟, 𝜔)]2 = 2𝑟+1𝑍(𝑟, 2𝜔) + 2𝑟+2𝑍(𝑟, 2𝜔 + 1), 
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 4𝑟[𝑧̃(𝑟, 𝜔)]2 + (4𝑟 + 2𝑟+1)[𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2 = 2𝑟+1𝑧̃(𝑟, 2𝜔). 

dir. 

Yukarıda ispatsız olarak verilen eşitliklerle birlikte aşağıdaki özdeşlikler ispatlanarak 

verilebilir. 

4.7 Teorem (Vajda Özdeşliği)  

İki keyfi tam sayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

 𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞)

= (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝑞),                                                                                   (4.18) 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞)

= (−1)𝜔+1(4𝑟 + 2𝑟+1)2𝜔(𝑟−1)−2𝑟 𝑦̃(𝑟, 𝑞)𝑦̃(𝑟, µ),                       (4.19) 

 𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞)

= (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝑞),                                                                                    (4.20) 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞)

= (−1)𝜔+1(4𝑟

+ 2𝑟+1)2𝜔(𝑟−1)−2𝑟 𝑦̃(𝑟, 𝑞)𝑦̃(𝑟, µ).                                                   (4.21)  

dir. 

İspat.  

Birinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 
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= (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔+µ

− 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔+𝑞 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+𝑞

𝑟1 − 𝑟2
)

− (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔+µ+𝑞
− 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+µ+𝑞

𝑟1 − 𝑟2
) 

=  
1

(𝑟1 − 𝑟2)2
[(𝑟1

˅𝑟1
𝜔+µ

− 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+µ
)(𝑟1

˅𝑟1
𝜔+𝑞 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+𝑞)

− (𝑟1
˅𝑟1

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔)(𝑟1
˅𝑟1

𝜔+µ+𝑞
− 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+µ+𝑞

)] 

bulunur. Eş. (2.5) kullanılırsa 

=  
1

𝐾2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
2𝜔+µ+𝑞

− 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔+µ

𝑟2
𝜔+𝑞 − 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔+𝑞𝑟2
𝜔+µ

+ (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔+µ+𝑞

− ((𝑟1
˅)2𝑟1

2𝜔+µ+𝑞
− 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔+µ+𝑞

− 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔+µ+𝑞

𝑟2
𝜔

+ (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔+µ+𝑞
)] 

elde edilir. Lemma 2.2. vasıtasıyla 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

=
1

𝐾2
[−𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔+𝑞 − 𝑟1
𝜔+𝑞𝑟2

𝜔+µ
+ 𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔+µ+𝑞

+ 𝑟1
𝜔+µ+𝑞

𝑟2
𝜔] 

=  
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[−𝑟1

µ
𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞𝑟2

µ
+ 𝑟2

µ+𝑞
+ 𝑟1

µ+𝑞
] 

bulunur ve Eş. (2.4) kullanılarak 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

=  
(−2𝑟−1)𝜔

𝐾2
[−𝑟2

𝑞(𝑟1
µ

− 𝑟2
µ
) + 𝑟1

𝑞(𝑟1
µ

− 𝑟2
µ
)] 

olur. Eş. (2.5) yerine yazıldığında 
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=  
(−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)(𝑟1

𝑞 − 𝑟2
𝑞)

(𝑟1 − 𝑟2)2
 

= (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1) (
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝑟1
𝑞 − 𝑟2

𝑞

𝑟1 − 𝑟2
) 

elde edilir ve ikinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü vasıtasıyla 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

= (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝑞)  

elde edilir. 

Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

= (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔+µ

+ 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 + 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔+𝑞 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+𝑞

𝑟1 + 𝑟2
)

− (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔

𝑟1 + 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔+µ+𝑞
+ 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+µ+𝑞

𝑟1 + 𝑟2
) 

=
1

(𝑟1 + 𝑟2)2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
2𝜔+µ+𝑞

+ 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔+µ

𝑟2
𝜔+𝑞 + 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔+𝑞𝑟2
𝜔+µ

+ (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔+µ+𝑞

− ((𝑟1
˅)2𝑟1

2𝜔+µ+𝑞
+ 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔+µ+𝑞

+ 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔+µ+𝑞

𝑟2
𝜔

+ (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔+µ+𝑞
)] 

elde edilir. Lemma 2.2. yi kullanılarak ve Eş. (2.3) den 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

=  
1

𝑀2
[𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔+𝑞 + 𝑟1
𝜔+𝑞𝑟2

𝜔+µ
− 𝑟1

𝜔+µ+𝑞
𝑟2

𝜔 − 𝑟1
𝜔𝑟2

𝜔+µ+𝑞
] 
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=  
1

𝑀2
(𝑟1𝑟2)𝜔[𝑟1

µ
𝑟2

𝑞 + 𝑟1
𝑞𝑟2

µ
− 𝑟1

µ+𝑞
− 𝑟2

µ+𝑞
] 

=  
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[𝑟1

µ
(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞) − 𝑟2

µ
(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞)] 

=  
(𝑟1𝑟2)𝜔(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞)(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)

𝑀2
 

bu sonucu verir ki Eş.(2.4) ve (2.3)  yardımıyla 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

= −
(−2𝑟−1)𝜔(𝑟1

𝑞 − 𝑟2
𝑞)(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)

(2𝑟)2
 

elde edilir ve 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

= (−1)𝜔+12𝜔(𝑟−1)−2𝑟(𝑟1
𝑞 − 𝑟2

𝑞)(𝑟1
µ

− 𝑟2
µ
) 

=
(𝑟1 − 𝑟2)2(−1)𝜔+12𝜔(𝑟−1)−2𝑟(𝑟1

𝑞 − 𝑟2
𝑞)(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
) 

(𝑟1 − 𝑟2)2
 

= (𝑟1 − 𝑟2)2(−1)𝜔+12𝜔(𝑟−1)−2𝑟 (
𝑟1

𝑞 − 𝑟2
𝑞

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝑟1
µ

− 𝑟2
µ

𝑟1 − 𝑟2
) 

=  (𝑟1 − 𝑟2)2(−1)𝜔+12𝜔(𝑟−1)−2𝑟 𝑦̃(𝑟, 𝑞)𝑦̃(𝑟, µ) 

olur ve Eş.(2.5) den 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

= (−1)𝜔+1(4𝑟 + 2𝑟+1)2𝜔(𝑟−1)−2𝑟 𝑦̃(𝑟, 𝑞)𝑦̃(𝑟, µ) 
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bulunur. İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 

= [
𝑟1

𝜔+µ
− 𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔+𝑞 − 𝑟2

𝜔+𝑞

𝑟1 − 𝑟2
] − [

𝑟1
𝜔 − 𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔+µ+𝑞

− 𝑟2
𝜔+µ+𝑞

𝑟1 − 𝑟2
] 

elde edilir. Eş. (2.5) den 

=
1

𝐾2
[(𝑟1

𝜔+µ
− 𝑟2

𝜔+µ
)(𝑟1

𝜔+𝑞 − 𝑟2
𝜔+𝑞) − (𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔)(𝑟1

𝜔+µ+𝑞
− 𝑟2

𝜔+µ+𝑞
)] 

=
1

𝐾2
[(𝑟1

2𝜔+µ+𝑞
− 𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔+𝑞 − 𝑟1
𝜔+𝑞𝑟2

𝜔+µ
+ 𝑟2

2𝜔+µ+𝑞
)

− (𝑟1
2𝜔+µ+𝑞

− 𝑟1
𝜔𝑟2

𝜔+µ+𝑞
− 𝑟1

𝜔+µ+𝑞
𝑟2

𝜔 + 𝑟2
2𝜔+µ+𝑞

)] 

=
1

𝐾2
[−𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔+𝑞 − 𝑟1
𝜔+𝑞𝑟2

𝜔+µ
+ 𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔+µ+𝑞

+ 𝑟1
𝜔+µ+𝑞

𝑟2
𝜔] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[−𝑟1

µ
𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞𝑟2

µ
+ 𝑟1

µ+𝑞
+ 𝑟2

µ+𝑞
] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[−𝑟2

𝑞(𝑟1
µ

− 𝑟2
µ
) + 𝑟1

𝑞(𝑟1
µ

− 𝑟2
µ
)] 

olur. Eş.(2.5) kullanıldığında 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

(𝑟1 − 𝑟2)2
[(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)(𝑟1

𝑞 − 𝑟2
𝑞)] 

= (𝑟1𝑟2)𝜔 [
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
𝑞 − 𝑟2

𝑞

𝑟1 − 𝑟2
] 

bulunur. İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü ve (2.4) den 

𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) 
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= (−2𝑟−1)𝜔𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝑞) 

= (−1)𝜔2𝜔(𝑟−1)𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝑞) 

elde edilir. İkinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞) = 

= [
𝑟1

𝜔+µ
+ 𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔+𝑞 + 𝑟2

𝜔+𝑞

𝑟1 + 𝑟2
] − [

𝑟1
𝜔 + 𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔+µ+𝑞

+ 𝑟2
𝜔+µ+𝑞

𝑟1 + 𝑟2
] 

olur. Eş.(2.3) kullanıldığında 

=
1

𝑀2
[(𝑟1

𝜔+µ
+ 𝑟2

𝜔+µ
)(𝑟1

𝜔+𝑞 + 𝑟2
𝜔+𝑞) − (𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔)(𝑟1

𝜔+µ+𝑞
+ 𝑟2

𝜔+µ+𝑞
)] 

=
1

𝑀2
[𝑟1

2𝜔+µ+𝑞
+ 𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔+𝑞 + 𝑟1
𝜔+𝑞𝑟2

𝜔+µ
+ 𝑟2

2𝜔+µ+𝑞

− (𝑟1
2𝜔+µ+𝑞

+ 𝑟1
𝜔𝑟2

𝜔+µ+𝑞
+ 𝑟1

𝜔+µ+𝑞
𝑟2

𝜔 + 𝑟2
2𝜔+µ+𝑞

)] 

=
1

𝑀2
[𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔+𝑞 + 𝑟1
𝜔+𝑞𝑟2

𝜔+µ
− 𝑟1

𝜔+µ+𝑞
𝑟2

𝜔 − 𝑟1
𝜔𝑟2

𝜔+µ+𝑞
] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝑞 + 𝑟1
𝑞𝑟2

µ
− 𝑟1

µ+𝑞
− 𝑟2

µ+𝑞
] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[𝑟1

µ
(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞) − 𝑟2

µ
(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞)] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞)(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)] 

bulunur. Eş.(2.3) den 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔(𝑟1 − 𝑟2)2

(𝑟1 + 𝑟2)2
[
(𝑟2

𝑞 − 𝑟1
𝑞)(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)

(𝑟1 − 𝑟2)2
] 
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olur. Eş.(2.3), (2.4) ve (2.5) yerlerine yazılırsa 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞)

= −
(−2𝑟−1)𝜔(4𝑟 + 2𝑟+1)

(2𝑟)2
[
𝑟1

𝑞 − 𝑟2
𝑞

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
µ

− 𝑟2
µ

𝑟1 − 𝑟2
] 

bulunur. İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılarak 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 𝑞) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ + 𝑞)

= (−1)𝜔+12𝜔(𝑟−1)−2𝑟(4𝑟 + 2𝑟+1)𝑝̃(𝑟, µ)𝑝(𝑟, 𝑞)  

elde edilir.∎ 

Yukarıda ispatı verilen Vajda özdeşliğinde 𝑞 yerine – 𝜇 alınırsa Catalan özdeşliği elde 

edilir. Şimdi bu özdeşliğin ispatına yer verelim. 

4.8  Teorem (Catalan Özdeşliği) 

İki keyfi tam sayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2

= (−1)𝜔−µ+12(𝑟−1)(𝜔−µ)[𝑦̃(𝑟, µ)]2,                                                 (4.22) 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑍(𝑟, 𝜔)]2

= (4𝑟 + 2𝑟+1)(−1)𝜔−µ2(𝑟−1)(𝜔−µ)−2𝑟[𝑦̃(𝑟, µ)]2,                                                    (4.23) 

𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2

= (−1)𝜔−µ+12(𝑟−1)(𝜔−µ)[𝑦̃(𝑟, µ)]2,                                                                            (4.24) 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑧̃(𝑟, 𝜔)]2

= (−1)𝜔−µ2(𝑟−1)(𝜔−µ)−2𝑟(4𝑟 + 2𝑟+1)[𝑦̃(𝑟, µ)]2.                         (4.25) 

dir. 



58 

İspat. Birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

= (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔+µ

− 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
) − (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
)

2

 

olur. Eş.(2.5) yerine yazıldığında 

=    
1

𝐾2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
2𝜔 − 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
−   𝑟1

˅𝑟2 
˅𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
+  (𝑟2

˅)2𝑟2
2𝜔

− ((𝑟1
˅)2𝑟1

2𝜔 + (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔 −  2𝑟1
˅𝑟2

˅(𝑟1𝑟2)𝜔))] 

=  
1

𝐾2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
2𝜔 − 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
−  𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
+ (𝑟2

˅)2𝑟2
2𝜔 − (𝑟1

˅)2𝑟1
2𝜔

− (𝑟1
˅)2𝑟2

2𝜔 + 2𝑟1
˅𝑟2

˅(𝑟1𝑟2)𝜔] 

bulunur. Lemma 2.2. den 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

=
1

𝐾2
[−𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
− 𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
+ 2(𝑟1𝑟2)𝜔] 

=  
−(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[
𝑟1

µ

𝑟2
µ +

𝑟2
µ

𝑟1
µ − 2] 

=  
(−1)(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[
𝑟1

2µ
+ 𝑟2

2µ
− 2𝑟1

µ
𝑟2

µ

(𝑟1𝑟2)µ
] 

=  
(−1)(𝑟1𝑟2)𝜔−µ

𝐾2
[𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
]

2
 

olur ve Eş. (2.4) vasıtasıyla 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2 
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=  
(−1)(−2𝑟−1)𝜔−µ

𝐾2
[𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
]

2
 

=  
(−1)𝜔−µ+12(𝑟−1)(𝜔−µ)

𝐾2
[𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
]

2
 

bulunur. Eş.(2.5) den 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

= (−1)𝜔−µ+12(𝑟−1)(𝜔−µ) [
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
]

2

 

elde edilir. İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa buradan 

𝑌(𝑟, 𝜔 + µ)𝑌(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2 

= (−1)𝜔−µ+12(𝑟−1)(𝜔−µ)[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

bulunur. 

Birinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑍(𝑟, 𝜔)]2 

= (
𝑟1

˅𝑟1
𝜔+µ

+ 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 + 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔−µ
+ 𝑟2

˅𝑟2
𝜔−µ

𝑟1 + 𝑟2
) − (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
)

2

 

=  
1

(𝑟1 + 𝑟2)2
[(𝑟1

˅𝑟1
𝜔+µ

+ 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+µ
)(𝑟1

˅𝑟1
𝜔−µ

+ 𝑟2
˅𝑟2

𝜔−µ
) − (𝑟1

˅𝑟1
𝜔 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔)2] 

bulunur. Eş.(2.3) den 

=  
1

𝑀2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
2𝜔 + 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
+ 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
+ (𝑟2

˅)2𝑟2
2𝜔

− ((𝑟1
˅)2𝑟1

2𝜔 + (𝑟2
˅)2𝑟2

2𝜔 + 2𝑟1
˅𝑟2

˅(𝑟1𝑟2)𝜔)] 
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elde edilir ve Lemma 2.2. den 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑍(𝑟, 𝜔)]2 =  
1

𝑀2
[𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
+ 𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
− 2(𝑟1𝑟2)𝜔] 

=  
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[
𝑟1

µ

𝑟2
µ +

𝑟2
µ

𝑟1
µ − 2] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[
(𝑟1

µ
)

2
+ (𝑟2

µ
)

2
− 2𝑟1

µ
𝑟2

µ

(𝑟1𝑟2)µ
] 

=   
(𝑟1𝑟2)𝜔−µ

𝑀2
[𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
]

2
 

bulunur ki Eş. (2.3) ve (2.4) yardımıyla 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑍(𝑟, 𝜔)]2 

=  
(−2𝑟−1)𝜔−µ

(2𝑟)2
[𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
]

2
 

=  (−1)𝜔−µ2(𝑟−1)(𝜔−µ)−2𝑟[𝑟1
µ

− 𝑟2
µ
]

2
 

=  (𝑟1 − 𝑟2)2(−1)𝜔−µ2(𝑟−1)(𝜔−µ)−2𝑟 [
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
]

2

 

olur. İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü ve (2.5) yerlerine yazılırsa 

𝑍(𝑟, 𝜔 + µ)𝑍(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑍(𝑟, 𝜔)]2 

=  (−1)𝜔−µ(4𝑟 + 2𝑟+1)2(𝑟−1)(𝜔−µ)−2𝑟[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

bulunur. 

İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 
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𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2 

= [
𝑟1

𝜔+µ
− 𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔−µ

− 𝑟2
𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
] − [

𝑟1
𝜔 − 𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
]

2

 

=
1

(𝑟1 − 𝑟2)2
[(𝑟1

𝜔+µ
− 𝑟2

𝜔+µ
)(𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ
) − (𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔)2] 

elde edilir. Eş.(2.5) den 

=
1

𝐾2
[(𝑟1

2𝜔 − 𝑟1
𝜔+µ

𝑟2
𝜔−µ

− 𝑟1
𝜔−µ

𝑟2
𝜔+µ

+ 𝑟2
2𝜔) − (𝑟1

2𝜔 + 𝑟2
2𝜔 − 2𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔)] 

=
1

𝐾2
[−𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
− 𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
+ 2𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔] 

= −
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[
𝑟1

µ

𝑟2
µ +

𝑟2
µ

𝑟1
µ − 2] 

= −
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝐾2
[
𝑟1

2µ
+ 𝑟2

2µ
− 2(𝑟1𝑟2)µ

(𝑟1𝑟2)µ
] 

bulunur. Eş. (2.5) den 

= −
(𝑟1𝑟2)𝜔

(𝑟1𝑟2)µ
[
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
]

2

 

elde edilir. İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2 

= −(𝑟1𝑟2)𝜔−µ[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

olur. Eş.(2.4) yerine yazılırsa buradan 

𝑦̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2 
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= −(−2𝑟−1)𝜔−µ[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

= (−1)𝜔−µ+12(𝑟−1)(𝜔−µ)[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

bulunur. 

İkinci tip 𝑟 − Pell− Lucas sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑧̃(𝑟, 𝜔)]2 

= [
𝑟1

𝜔+µ
+ 𝑟2

𝜔+µ

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔−µ

+ 𝑟2
𝜔−µ

𝑟1 + 𝑟2
] − [

𝑟1
𝜔 + 𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
]

2

 

=
1

(𝑟1 + 𝑟2)2
[(𝑟1

𝜔+µ
+ 𝑟2

𝜔+µ
)(𝑟1

𝜔−µ
+ 𝑟2

𝜔−µ
) − (𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔)2] 

bulunur. Eş.(2.3) yerine yazıldığında 

=
1

𝑀2
[(𝑟1

2𝜔 + 𝑟1
𝜔+µ

𝑟2
𝜔−µ

+ 𝑟1
𝜔−µ

𝑟2
𝜔+µ

+ 𝑟2
2𝜔) − (𝑟1

2𝜔 + 𝑟2
2𝜔 + 2𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔)] 

=
1

𝑀2
[𝑟1

𝜔+µ
𝑟2

𝜔−µ
+ 𝑟1

𝜔−µ
𝑟2

𝜔+µ
− 2𝑟1

𝜔𝑟2
𝜔] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[
𝑟1

µ

𝑟2
µ +

𝑟2
µ

𝑟1
µ − 2] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔

𝑀2
[
𝑟1

2µ
+ 𝑟2

2µ
− 2𝑟1

µ
𝑟2

µ

(𝑟1𝑟2)µ
] 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔−µ

𝑀2
[𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
]

2
 

=
(𝑟1𝑟2)𝜔−µ(𝑟1 − 𝑟2)2

𝑀2
[
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
]

2
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elde edilir. İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü ve (2.3), (2.4) ve (2.5) yerlerine 

yazılırsa ve gerekli düzenlemeler yardımıyla 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − µ) − [𝑧̃(𝑟, 𝜔)]2 

=
(−2𝑟−1)𝜔−µ(4𝑟 + 2𝑟+1)

(−2𝑟)2
[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

bulunur. Buradan 

= (−1)𝜔−µ(4𝑟 + 2𝑟+1)2(𝑟−1)(𝜔−µ)−2𝑟[𝑦̃(𝑟, µ)]2 

elde edilir.∎ 

4.9 Sonuç (Cassini Özdeşliği) 

İki keyfi tam sayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1  olmak üzere birinci tip 𝑟 − Pell sayıları 

ve  𝑟 − Pell − Lucas sayılarının, ikinci tip 𝑟 −  Pell sayıları ve 𝑟 − Pell − Lucas 

sayılarının Catalan özdeşliklerinde µ = 1 alınırsa Cassini özdeşlikleri  aşağıdaki gibi 

elde edilir. 

𝑌(𝑟, 𝜔 + 1)𝑌(𝑟, 𝜔 − 1) − [𝑌(𝑟, 𝜔)]2 = (−1)𝜔2(𝑟−1)(𝜔−1),  (Brod, 2019) 

𝑍(𝑟, 𝜔 + 1)𝑍(𝑟, 𝜔 − 1) − [𝑍(𝑟, 𝜔)]2 =  (4𝑟 + 2𝑟+1)(−1)𝜔−12(𝑟−1)(𝜔−1)−2𝑟, 

𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1)𝑦̃(𝑟, 𝜔 − 1) − [𝑦̃(𝑟, 𝜔)]2 = (−1)𝜔2(𝑟−1)(𝜔−1), 

𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 1)𝑧̃(𝑟, 𝜔 − 1) − [𝑧̃(𝑟, 𝜔)]2 = (−1)𝜔−1(4𝑟 + 2𝑟+1)2(𝑟−1)(𝜔−1)−2𝑟 . 

dir. 

4.10 Teorem (d’Ocagne Özdeşliği) 

İki keyfi tam sayı 𝜔 ≥ 0 ve 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 
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𝑌(𝑟, µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, µ + 1)

= (−1)µ+12(𝑟−1)µ𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ),                                                          (4.26) 

𝑍(𝑟, µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, µ + 1)

= (−1)µ(4𝑟 + 2𝑟+1)2(𝑟−1)µ−2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ),                                 (4.27) 

𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, µ + 1)

= (−1)µ+12(𝑟−1)µ𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ),                                                        (4.28) 

𝑧̃(𝑟, µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, µ + 1)

= (−1)µ(4𝑟 + 2𝑟+1)2(𝑟−1)µ−2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ).                                 (4.29) 

dir. 

İspat. Birinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑌(𝑟, µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, µ + 1) 

= (
𝑟1

˅𝑟1
µ

− 𝑟2
˅𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
 ) (

𝑟1
˅𝑟1

𝜔+1 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+1

𝑟1 − 𝑟2
) − (

𝑟1
˅𝑟2

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝑟1
˅𝑟1

µ+1
− 𝑟2

˅𝑟2
µ+1

𝑟1 − 𝑟2
) 

=
1

(𝑟1 − 𝑟2)2
[(𝑟1

˅𝑟1
µ

− 𝑟2
˅𝑟2

µ
)(𝑟1

˅𝑟1
𝜔+1 − 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+1)

− (𝑟1
˅𝑟2

𝜔 − 𝑟2
˅𝑟2

𝜔)(𝑟1
˅𝑟1

µ+1
− 𝑟2

˅𝑟2
µ+1

)] 

elde edilir. Eş. (2.5) den 

=
1

𝐾2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
µ+µ+1

− 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
µ
𝑟2

𝜔+1 − 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
+ (𝑟2

˅)2𝑟2
µ+𝜔+1

− ((𝑟1
˅)2𝑟1

µ+𝜔+1
− 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

𝜔𝑟2
µ+1

− 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
µ+1

𝑟2
𝜔 + (𝑟2

˅)2𝑟2
µ+𝜔+1

)] 

 olur. Lemma 2.2. son eşitlikte yerine yazılırsa 

𝑌(𝑟, µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, µ + 1) 
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=  
1

𝐾2
[−𝑟1

µ
  𝑟2

𝜔+1 − 𝑟1
𝜔+1 𝑟2

µ
+ 𝑟1

𝜔𝑟2
µ+1

+ 𝑟1
µ+1

𝑟2
𝜔] 

=  
1

𝐾2
[−𝑟1

µ
𝑟2

𝜔(𝑟2 − 𝑟1) + 𝑟1
𝜔𝑟2

µ(𝑟2 − 𝑟1)] 

=  
(𝑟2 − 𝑟1)(𝑟1

𝜔𝑟2
µ

− 𝑟1
µ
𝑟2

𝜔)

𝐾2
 

bulunur. Eş. (2.5) yerine yazıldığında 

= −
𝑟1

𝜔𝑟2
µ

− 𝑟1
µ
𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
 

= −(𝑟1𝑟2)µ [
𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
] 

elde edilir ve Eş. (2.4) den 

𝑌(𝑟, µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, µ + 1) 

= (−1)µ+12(𝑟−1)µ [
𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
] 

bulunur. İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa buradan 

𝑌(𝑟, µ)𝑌(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑌(𝑟, 𝜔)𝑌(𝑟, µ + 1) 

= (−1)µ+12(𝑟−1)µ𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

elde edilir. 

Birinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının Binet formülü yerine yazılırsa 

𝑍(𝑟, µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, µ + 1) = 
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=  [
𝑟1

˅𝑟1
µ

+ 𝑟2
˅𝑟2

µ

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
˅𝑟1

𝜔+1 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔+1

𝑟1 + 𝑟2
] − [

𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
˅𝑟1

µ+1
+ 𝑟2

˅𝑟2
µ+1

𝑟1 + 𝑟2
] 

=  
1

(𝑟1 + 𝑟2)2
[(𝑟1

˅𝑟1
µ

+ 𝑟2
˅𝑟2

µ
)(𝑟1

˅𝑟1
𝜔+1 + 𝑟2

˅𝑟2
𝜔+1)

− (𝑟1
˅𝑟1

𝜔 + 𝑟2
˅𝑟2

𝜔)(𝑟1
˅𝑟1

µ+1
+ 𝑟2

˅𝑟2
µ+1

)] 

elde edilir. Eş. (2.3) yerine yazıldığında 

=  
1

𝑀2
[(𝑟1

˅)2𝑟1
µ+𝜔+1

+ 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
µ
𝑟2

𝜔+1 + 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
+ (𝑟2

˅)2𝑟2
µ+𝜔+1

− (𝑟1
˅)2𝑟1

µ+𝜔+1

− 𝑟1
˅𝑟2

˅𝑟1
𝜔𝑟2

µ+1
− 𝑟1

˅𝑟2
˅𝑟1

µ+1
𝑟2

𝜔 − (𝑟2
˅)2𝑟2

µ+𝜔+1
] 

olur ve Lemma 2.2. den 

𝑍(𝑟, µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, µ + 1) 

=  
1

𝑀2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝜔+1 + 𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
− 𝑟1

𝜔𝑟2
µ+1

− 𝑟1
µ+1

𝑟2
𝜔] 

=  
1

𝑀2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝜔(𝑟2 − 𝑟1) − 𝑟1
𝜔𝑟2

µ(𝑟2 − 𝑟1)] 

=   
𝑟2 − 𝑟1

𝑀2
(𝑟1

µ
𝑟2

𝜔 − 𝑟1
𝜔𝑟2

µ
) 

elde edilir. Eş.(2.3) yerine yazıldığında 

=  
(𝑟1 − 𝑟2)(𝑟1𝑟2)µ(𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ
)

(𝑟1 + 𝑟2)2
 

= [
(𝑟1 − 𝑟2)2(𝑟1𝑟2)µ

(𝑟1 + 𝑟2)2
] [

𝑟1
𝜔−µ

− 𝑟2
𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
] 

bulunur. İkinci tip 𝑟 −Pell sayılarının Binet formülü ve (2.3), (2.4) ve (2.5) eşitlikleri 

kullanılarak 



67 

𝑍(𝑟, µ)𝑍(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑍(𝑟, 𝜔)𝑍(𝑟, µ + 1) 

=
(4𝑟 + 2𝑟+1)(−2𝑟−1)µ

(2𝑟)2
𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

= (−1)µ(4𝑟 + 2𝑟+1)2µ(𝑟−1)−2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

elde edilir. 

İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, µ + 1) = 

= [
𝑟1

µ
− 𝑟2

µ

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔+1 − 𝑟2

𝜔+1

𝑟1 − 𝑟2
] − [

𝑟1
𝜔 − 𝑟2

𝜔

𝑟1 − 𝑟2
] [

𝑟1
µ+1

− 𝑟2
µ+1

𝑟1 − 𝑟2
] 

=
1

(𝑟1 − 𝑟2)2
[(𝑟1

µ
− 𝑟2

µ
)(𝑟1

𝜔+1 − 𝑟2
𝜔+1) − (𝑟1

𝜔 − 𝑟2
𝜔)(𝑟1

µ+1
− 𝑟2

µ+1
)] 

bulunur. Eş.(2.5) yerine yazıldığında 

=
1

𝐾2
[(𝑟1

µ+𝜔+1
− 𝑟1

µ
𝑟2

𝜔+1 − 𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
+ 𝑟2

µ+𝜔+1
)

− (𝑟1
µ+𝜔+1

− 𝑟1
𝜔𝑟2

µ+1
− 𝑟1

µ+1
𝑟2

𝜔 + 𝑟2
µ+𝜔+1

)] 

olur. Buradan 

=
1

𝐾2
[−𝑟1

µ
𝑟2

𝜔+1 − 𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
+ 𝑟1

𝜔𝑟2
µ+1

+ 𝑟1
µ+1

𝑟2
𝜔] 

=
1

𝐾2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝜔(𝑟1 − 𝑟2) − 𝑟1
𝜔𝑟2

µ(𝑟1 − 𝑟2)] 

=
𝑟1 − 𝑟2

𝐾2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝜔 − 𝑟1
𝜔𝑟2

µ
] 
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bulunur. Eş.(2.5) den 

=
1

𝑟1 − 𝑟2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝜔 − 𝑟1
𝜔𝑟2

µ
] 

= −(𝑟1𝑟2)µ [
𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
] 

elde edilir. İkinci tip 𝑟 − Pell sayılarının Binet formülü ve (2.4) yerlerine yazılırsa 

𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, µ + 1) 

= −(−2𝑟−1)µ𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

olur ve buradan 

𝑦̃(𝑟, µ)𝑦̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑦̃(𝑟, 𝜔)𝑦̃(𝑟, µ + 1) 

= (−1)µ+12(𝑟−1)µ𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

bulunur. 

İkinci tip 𝑟 − Pell−Lucas sayılarının Binet formülü kullanılırsa 

𝑧̃(𝑟, µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, µ + 1) 

= [
𝑟1

µ
+ 𝑟2

µ

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
𝜔+1 + 𝑟2

𝜔+1

𝑟1 + 𝑟2
] − [

𝑟1
𝜔 + 𝑟2

𝜔

𝑟1 + 𝑟2
] [

𝑟1
µ+1

+ 𝑟2
µ+1

𝑟1 + 𝑟2
] 

=
1

(𝑟1 + 𝑟2)2
[(𝑟1

µ
+ 𝑟2

µ
)(𝑟1

𝜔+1 + 𝑟2
𝜔+1) − (𝑟1

𝜔 + 𝑟2
𝜔)(𝑟1

µ+1
+ 𝑟2

µ+1
)] 

bulunur. Eş. (2.3) den  
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=
1

𝑀2
[(𝑟1

µ+𝜔+1
+ 𝑟1

µ
𝑟2

𝜔+1 + 𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
+ 𝑟2

µ+𝜔+1
)

− (𝑟1
µ+𝜔+1

+ 𝑟1
𝜔𝑟2

µ+1
+ 𝑟1

µ+1
𝑟2

𝜔 + 𝑟2
µ+𝜔+1

)] 

=
1

𝑀2
[𝑟1

µ
𝑟2

𝜔+1 + 𝑟1
𝜔+1𝑟2

µ
− 𝑟1

𝜔𝑟2
µ+1

− 𝑟1
µ+1

𝑟2
𝜔] 

=
1

𝑀2
[−𝑟1

µ
𝑟2

𝜔(𝑟1 − 𝑟2) + 𝑟1
𝜔𝑟2

µ(𝑟1 − 𝑟2)] 

elde edilir. Eş.(2.5) yerine yazıldığında 

=
𝐾

𝑀2
[−𝑟1

µ
𝑟2

𝜔 + 𝑟1
𝜔𝑟2

µ
] 

=
𝐾(𝑟1𝑟2)µ

𝑀2
[𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ
] 

=
𝐾2(𝑟1𝑟2)µ

𝑀2
[
𝑟1

𝜔−µ
− 𝑟2

𝜔−µ

𝑟1 − 𝑟2
] 

olur. İkinci tip 𝑟 −  Pell−Lucas sayılarının Binet formülü ve (2.3), (2.4) ve (2.5) 

yerlerine yazılırsa buradan 

𝑧̃(𝑟, µ)𝑧̃(𝑟, 𝜔 + 1) − 𝑧̃(𝑟, 𝜔)𝑧̃(𝑟, µ + 1) 

=
(4𝑟 + 2𝑟+1)(−2𝑟−1)µ

4𝑟
𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

= (−1)µ(4𝑟 + 2𝑟+1)2(𝑟−1)µ−2𝑟𝑦̃(𝑟, 𝜔 − µ) 

elde edilir.∎ 
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