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1. GIRIS

Bu boliimde Pell ve Pell —Lucas tamsay1 dizisi ile bu dizilerin genellestirmeleri

hakkinda bilgi verilecektir.

1.1  Pell ve Pell- Lucas Sayilari

Pell tamsay1 dizisi adim Ingiliz matematik¢i John Pell (1611-1685)’den alir. John
Pell’in d pozitif tam kare olmayan bir tam say1 olmak iizere, x* — dy? = (—1)"
Diophantine esitligi tizerindeki ¢alismalarindan dolay1 bu sayilara Pell tamsay1 dizisi

ismi verilmistir (Koshy, 2014).

Pell dizisi baslangi¢ kosullar1 P, = 0 ve P; = 1 olmak {izere

Py =2P; 1+ Pyy

indirgeme bagmtist ile tanimlanir. Bu dizinin olusturdugu {P,}y—, dizisinin bazi

elemanlan 0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, --- seklindedir.

Pell—Lucas dizisi de Pell dizisi ile ayn1 indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimlanir.

Yani, baslangi¢ kosullar1 Q, = 1 ve Q; = 1 olmak {izere, Pell—Lucas dizisi

Qn =20p-1+ Qn—

indirgeme bagintisin1 saglar. Bu dizinin bazi elemanlart 1, 1, 3, 7, 17, 41,--

seklindedir. Pell ve Pell—Lucas dizisi arasinda; n = 1 keyfi bir tamsay1 olmak tizere

Qn= B, +P4

iliskisi vardir (Koshy, 2014). Bu esitlik sayesinde Pell dizisi kullanilarak Pell—Lucas

dizisi bulunabilir.

Pell dizisinin Binet formilia



ve Pell—Lucas dizisinin Binet formiilu

v+ 8"
2

Qn =

seklindedir. Burada ¥y =1++v2 ve § =1—+2 sayilan x?>—-2x—1=
0 karakteristik denkleminin kokleridir. Pozitif kok y, glimiis oran olarak adlandirilir

ve Fibonacci dizisindeki altin oran ile benzer bir rol oynar.

{P.}izo Ve {Qu}oz, dizilerini tireten fonksiyonlar sirasiyla

X
Px™ = ————
an 1—2x — x?

n=0

ve

dir.

Literatiirde Pell ve Pell — Lucas tamsay1 dizileri ve bu dizilerin genellestirilmeleri ile

ilgili bircok ¢aligma bulunmaktadir.

Koshy (2014) Pell ve Pell-Lucas sayilarindan bahsetmis, baslangi¢ kosullarini vermis,
indirgeme bagmtilarini tanimlamis, Binet formiillerine de yer vermistir. Ayrica Pell ve

Pell-Lucas sayilarinin matris 6zelliklerine ve determinantina yer vermistir.

Catarino ve Campos (2017) k-Pell sayilariyla ilgili; indirgeme bagmtisini baslangig

kosullariyla birlikte vermis, karakteristik denklemine ve denklemin koklerine yer



vermis daha sonra Binet formiiliinii ispatlayip, iirete¢ fonksiyonunu ele aldiktan sonra,

Catalan, Cassini, d’Ocagne 6zdesliklerinin ispatina yer vermistir.

Halici ve Dasdemir (2010) Pell, Pell-Lucas ve Modifiye Pell sayilar1 tizerine ¢alismus,
bu say1 dizileri i¢in Binet formiillerini kullanilarak, bu diziler arasindaki bazi iliskiler
ortaya koymus ve bulunan bu ozellikler yardimiyla da bazi toplam formiillerini

vermislerdir.

Koken (2020) 3x3 boyutlu matrisler i¢in, matrisin n. kuvvetinin elemanlarini bu
matrislerin kuvvetlerine gore belirli pozitif tamsay1 indisli Pell ve Pell-Lucas sayilari

ile iliskilendirilerek, 6zel Pell ve Pell-Lucas matrisleri {izerinde ¢alismustir.

Ayn1 zamanda Koken (2019) tarafindan, degistirilmis yeni Pell ve Pell — Lucas sayilari
tanimlanmis, bu dizilerin 6zellikleri incelenmis, degistirilmis dizilerin en biiyiik ortak
bolenleri (yani, EBOB) dizileri arastirilmis ve EBOB dizilerinin, Pell ve Pell- Lucas
dizilerinin alt dizileri oldugu goriilmiistiir. Son olarak EBOB dizilerinin Binet formiilii,

Cassini, Catalan ve d’Ocagne’nin esitlikleri elde edilmistir.

Celik, Durukan ve Ozkan (2021) Pell sayilarini gokgenlerin her bir kosesine karsilik
gelen bir sayi ile saat yoniinde yerlestirmistir. Daha sonra bir kdseye karsilik gelen
sayilar arasindaki bir iligski verilmistir. Ayrica bir n-gon’da k-yinci késede olusan
dizinin m-yinci terimini veren bir formiil elde etmistir. Aynmi islem Pell-Lucas,

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari ile tekrarlamistir.

Gianella ve Cerin (2006) ¢ift terimli Pell-Lucas sayilarinin karelerinin toplamlari igin
cesitli formiiller kanitlayip, tek terimli Pell-Lucas sayilarinin karelerinin toplamlarini,
cift ve tek terimli Pell - Lucas sayilarinin ¢arpimlarinin toplamlarin1 ve bu toplamlara

uygun Pell ve Pell-Lucas sayilariin ¢arpimlariyla ilgili sonug¢lar sunmuslardir.

Menken ve Diskaya (2019) Pell ve Pell-Lucas sayilarinin bir birlesimi olan Fibonacci-
Pell, Pell-Jacobsthal, Fibonacci-Pell-Jacobsthal dizilerini ele alip bu dizilerin Binet
formiillerini, iirete¢ fonksiyonlarini iistel iirete¢ fonksiyonlarini ve Binom formiillerini

vermisglerdir.



Ozkog ve Giindiiz (2022) calismasinda kuadra Fibonacci-Pell Binom déniisiimii ele
alimmistir. Daha sonra tanimlanan dizi i¢in Binom doéniisiimii ve ardindan Binom
doniistimiiniin yineleme iliskisi, daha sonra Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve ¢esitli
toplam formiilleri bulunmustur. Daha sonra kuadra Fibonacci-Pell kuaterniyonu i¢in

Binom doniistimii uygulanmastir.

Torunbalc1 Aydin (2018) ¢alismasinda bikompleks Pell ve bikompleks Pell-Lucas
sayilar1 tanimlanmistir. Bikompleks Pell ve bikompleks sayilarin bazi cebirsel
ozellikleri; Bikompleks sayilar ile Pell ve Pell-Lucas sayilar arasindaki iliski
arastirilmistir. Ayrica bunlar i¢in Binet formiili, d’Ocagne, Cassini formiilii ve

Catalan formiilii verilmistir.

Melham (1999) ¢alismasinda p = 2 i¢in Fibonacci sayilarinin 6zel hali Pell sayilarin

ve Lucas sayilarinin da Pell-Lucas sayilarini verdigini gostermistir.

Bayrakg1 Ozsoy Ve Bilgici (2022) smirsiz Pell ve Pell-Lucas hiper kompleks sayilarmi
tanimlamig. Daha sonra bu sayilar i¢in Binet formiillerini, Catalan, Cassini ve

d’Ocagne 6zdesliklerini vermistir.

Tokeser, Mert, Unal ve Bilgici (2021) ¢alismalarinda Pell ve Pell-Lucas sayilarmi
oktonyonlara genelleyip, bu sayilar i¢in Binet formiilleri, Catalan, Cassini ve

d’Ocagne 6zdesliklerini elde etmislerdir.

Gokbas (2022) calismasinda dual Gauss-Pell ve dual Gauss-Pell-Lucas sayilarini
tanmimlamustir. Ayrica negadual Gauss-Pell ve Gauss-Pell sayilar ile dual kompleks
Pell ve Pell-Lucas sayilar1 arasindaki iliski de verilmistir. Ayrica dual Gauss-Pell ve
Gauss-Pell-Lucas bazi cebirsel 6zellikleri ve bu sayilar i¢in Binet fomiilleri, tireteg

fonksiyonu, Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdeslikleri verilmistir.

Gokbas (2023) baska bir ¢alismasinda Gauss-bihiperbolik Pell ve Pell-Lucas sayilari
ve negaGauss-bihiperbolik Pell ve Pell-Lucas sayilarini tanimlanmig ve bu sayilar igin
Binet formiilleri, iiretici fonksiyonlari, Catalan, Cassini ve d’Ocagne formiillerini ve

bu sayilarin cebirsel 6zellikleri ile toplam formiillerini vermistir.



Panwar (2022) genellestirilmis Pell ve Pell-Lucas sayilarinin toplam formiillerini
verimistir. Tiilay Yagmur (2019) tarafindan tanitilan bu dizilere ek olarak bazi baglanti

formiillerini olusturmus ve bazi 6zdeslikler tiretilmistir.

Halic1 ve Oz (2016) genellestirilmis Gauss-Fibonacci ve Gauss-Lucas sayilarini ele
almig daha sonra Gauss-Pell ve Gauss-Pell-Lucas sayilarini tanimlamistir ve bu

dizilerin tirete¢ fonksiyonlari ile Binet formiillerini elde etmistir.

Szynal — Liana vd. (2022) ¢alismalarinda bihiperbolik Pell ve Pell-Lucas sayilarinin
bir genellemesi olan Pell ve Pell-Lucas bihipernomiyallar1 tanitilmistir. Bu ¢alismada

bihiperbolik sayilar hiperbolik sayilarin dort boyuta genisletilmesidir.

Karaaslan (2019) degistirilmis Pell polinomlarmni inceleyip irete¢ fonksiyonunu
tanimlamistir. Daha sonra n-yinci degistirilmis Pell polinomlarinin Binet formiiliinii
ispatlayip, polinomlar icin toplam formiilleri elde etmistir. Ayrica Catalan, Cassini,

Cassini ve Gelin Gessero 6zdesliklerini ispatlamistir.

Ozkan ve Uysal (2022) Gauss-Pell-Lucas polinomlarmin yeni bir genellemesini

tanimlay1p, iirete¢ fonksiyonunu, Binet formiiliinii, matris gdsterimini vermistir.

Dagdemir (2016) calismasinda degistirilmis Pell ve Pell-Lucas sayilarin genellemesini

ve formiillerinin arastirilmasini ele almistir.

Akbaba (2023) ¢alismasinda Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas sayilariyla matrisler

kullanarak bu sayilarla ilgili yeni 6zdeslikler tiiretmistir.



2. BIiRINCI TiP r —PELL VE r —PELL—LUCAS SAYILARI

Bu bolimde Brod (2019) tarafindan tanimlanan r—Pell sayilart birinci tip r —Pell
sayilar1 olarak isimlendirilmis ve kisaca izah edildikten sonra bu sayilarla iligkili olan
birinci tip r — Pell — Lucas sayilar1 tanimlanmus, iireteg fonksiyonlarina ve Binet

formiillerine yer verilmistir.
2.1 Birinci Tip r — Pell Sayilar

2.1.1. Tamm Brod (2019) w = 2 ver > 1 iki keyfi tam say1 ve baslangi¢ kosullar
Y(r,0) =2, Y(r,1) =1+2"%

olmak {izere birinci tip r —Pell sayilarini
Y(r,w) = 2"Y(r,o — 1) + 2" Y (r,w — 2) (2.1)

indirgeme bagintist ile tanimlamistir. Buna gore birinci tip 7 —Pell sayilarinin bazi

terimleri
Y(r,0) =2,
Y(r,1) =1+ 271,
Y(r,2) = 2™ 4+ 2.4",

Y(r,3) = 271 +3.47 + 2.8,
3
Y(r,4) = 547 +4.87 +2.16.

seklindedir. Kolayca goriilebilir ki Y (1, w + 2) = B, dir. Brod, birinci tip r —Pell

sayilarinin Binet formiiliinii

Y(r,w) = Cir{® + Cory°



seklinde vermistir. Burada

2T VA § 27 2T — AT § 27
n= 2 ' 2= 2
ve
o 2 ~ 27 +1
N R T T e

seklindedir (Brod, 2019).

x% — 2"x — 2""1 = 0 denklemi birinci tip r —Pell dizisinin karakteristik denklemi

olup kokleri r; ve 1, dir.
2.2 Birinci Tip r — Pell —Lucas Sayilari

221 Tammm w > 2 ver = 1 ikikeyfi tamsay1 ve baglangi¢ kosullari, Z(r, 1) = 3 +

2"*1 olmak iizere birinci tip r — Pell —Lucas sayilar
Zr,w)=2"Z(r,o — 1) + 2" 1Z(r,w — 2) (2.2)

indirgeme bagintisiyla tanimlansin. Buna goére birinci tip r —Pell—Lucas sayilarinin

bazi terimleri
Z(r,0) =2+ 21T,
Z(r,1) =3+ 2",
Z(r,2) = 1+ 22 4 2,47,

Z(r,3) = 2" 1 + 21 4 5,47 + 2.8,

9
Z2(r,4) = 277 + 547 +6.87 +2.167,



seklindedir.

2.2.2 Lemma (Brod, 2019)

K = r; — r, olmak lizere

M = T1 + rz = 21" (23)
T1T2 = —Zr_l (24)
Ve

K = rn—T = 47 + 2T+1 (25)
dir.
Brod makalesinde bu lemmay1 ispatsiz vermistir. Burada bu esitlikler ispatlanacaktir.

Ispat. Yukarida belirtilen r —Pell dizisinin karakteristik denklemin kokleri olan r; ve

T, i esitlikte yerine yazalim.

2" + V47 + 2741 N 27 — 47 4 271
2 2

M=7‘1+7’2=

elde edilir. Benzer sekilde

<2T + W) <2T — V47 4 2741 ) 4T — (47 + 271
’rl’rz = =
2 2 4




ve

2T NAT 2T 2r — AT g 2T
B 2 B 2

K=T‘1—T2

— /4r + 2r+1
bulunur.m
2.2.3 Teorem ( Binet formiilleri )

Iki keyfi tam say1 w =0 ve r > 1 olmak iizere, w —Yinci birinci tip r — Pell ve

birinci tip r —Pell—Lucas sayilar1 sirasiyla

V@ _ Ve w
Y(rw)=—+—22 (2.6)

n—-n
ve

'r® + rr¥
7(r, w) = % (2.7)
1 2

dir. Burada

14 2r =1 ve 1+ 2r, = r) seklindedir.

Ispat.

Birinci tip r —Pell sayilarinin Binet formiilii

Y(r,w) = ;1 + 1y’ (2.8)
olsun. w = 0 i¢in

Y(r,0) =ci+c, =2 (2.9)



ve w = 1igin

Y(r,1) =cry +corp, =1+ 2711

elde edilir. Son esitlikte karakteristik denkleminin kokleri yerine yazilirsa

[qul . [zr—m
C1 C2

> 2 l =142 (2.10)

olur. Bu esitlik diizenlenirse

27(cy +¢y) + /47 + 271 (¢ — ¢y) = 2 + 272

elde edilir. Es. (2.9), son esitlikte yerine yazilir ve diizenlenirse

27 44T + 274 (¢ —¢y) = 2 + 272

2427+t
1/41’ + 2r+1

L —cp = (2.11)

bulunur. Es. (2.9) ve (2.11) ortak ¢6zlim yapilip taraf tarafa toplanirsa

VAT 2r 427+ 1

€1
47 + 2r+1

olur. (2.9) da c; yerine yazilirsa

VAT + 27T — 2T — 1
,/41‘ + 2r+1

C2:

elde edilir. c; ve c, degerleri r; ve 1, cinsinden yazilirsa

1+2n
‘/41‘ + 2r+1

1 =

10



ve

1+2n,

1/41‘ + 2T+1

CZ = —
bulunur. Bu c; ve c, degerleri (2.8) de yerine yazilip diizenlenirse

P(r,w) = [(1 4 2r)r? — (1 + 2ry)1r5"]

1

@+ 2r)r” = (1 + 217y

1/41" + 21"+1

elde edilir ve (2.5) son esitlikte yerine yazilirsa

o =
Y(irw)=—————777"—
n—-n

bulunur. Bu ise (2.6)’y1 ispatlar Es. (2.7) nin ispati i¢in birinci tip r —Pell—Lucas

sayilarinin Binet formiilii

Z(T, (U) = dlrlw + dzrzw (212)
olsun. w = 0 i¢in

Z(r, 0) = d1 + dz =2+ 21—T (213)
ve w = 1i¢in

Z(r,1) =dr, +dyr, =3+ 2711 (2.14)

oldugu goriilebilir. Es. (2.14)’te karakteristik denkleminin kokleri yerine yazilirsa

. [ZHM/W]M lzr—m
1 2
2 2

]:2T+1+3

11



elde edilir. Diizenlemelerden sonra

2T+2 + 6 = Zr(dl + dz) + Y, 47’ + 2T+1 (dl - dz)

bulunur. (2.13) son esitlikte kullanilirsa

22 46 =2"(24 2" + V4" + 271 (d; — dy)
elde edilir. Buradan

2"t 4+ 4
dl - dz = \/ﬁ (215)

olur. Es. (2.13) ve (2.15) taraf tarafa toplanirsa

2r+1 + 4

_ 1-r
2d, =2+2 +W

bulunur. Buradan

(2" + 2)V/4r + 271
+ 47 4 2r+1

d1=1+2—7’

@ + VI T 2
27(2" + 2)

=1+27+

ve gerekli sadelestirmelerle

4 2T+ 144" + 27+
1 =
21’

elde edilir. Es. (2.13) de d; yerine yazilirsa

P e L e

2 or

12



bulunur. d, ve d, degerleri r; ve r, cinsinden yazilirsa

1 7 1+2n
“= ytya Ty

ve

1 T 1+ 2rn,
dp = ? + or-1 = or

elde edilir. d; ve d, degerleri (2.12) de yerine yazilirsa

1+ 2r 1+ 2r
i

Z(r""):[ 2r T2

= [(1+2r)r? + (1 + 2r,)r5"]

olur. Buradan

r'r? +rry
Z(r,w) = ———
rntn

elde edilir.m

Asagidaki lemmaya bazi 6zdesliklerin ispatinda ihtiya¢ duyulacaktir.

2.2.4 Lemma

71 V€ 1, yukaridaki gibi tantmlanmak iizere

rnry =1

dir.

Ispat. )’ ve ry yukarida Teorem 2.1. deki gibi olmak iizere
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r'ry =1+ 2r)(1 + 2ry)
=1+2r + 2r, + 4nny
=1+4+2(r +1y) +4nn,

bulunur. Es. (2.3) ve (2.4) kullanilirsa

rry =142t —2rtl =1

elde edilir.m

Brod (2019) ¢alismasinda birinci tip r —Pell sayilariin iirete¢ fonksiyonunun ispatina
yer vermisti. Bu calismada ise bu fonksiyonun ispatinin farkli bir versiyonuna yer
verilerek birinci tip r — Pell — Lucas sayilar1 i¢in de trete¢ fonksiyonu elde

edilecektir.
2.2.5 Teorem( Ureteg fonksiyonlari )

Keyfi bir pozitif tamsay1 r olmak {izere birinci tip r —Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu

= o 2+x
Z Y(r,w)x® = T — 7 ig2 (2.16)
w=0

ve birinci tip r — Pell — Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu

- . 24217 4 x
Z Z(r,w)x® = T orx o 1,2 (2.17)
w=0

dir.

Ispat. Birinci tip r —Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

14



) = ) V@
w=0

olsun. Ilk ii¢ terim acilirsa

FOO) =Y, 0) + Y(r, Dx + Y(r, 2)x2 + 2 Y (r, w)x®

w=3

ve dolayisiyla

FO) =2+ (L +27 D+ @ 42,4062 + ) Y0 w)x®

w=3
elde edilir. Es. (2.18) in her iki yan1 —2"x ile garpilirsa
_erf(x) — _27‘+1x _ (27‘ + 22T+1)x2 _ (22T+1 + 2T+141’)x3

— Z 2"Y (r, w)x@t?
w=3
bulunur. Buradan

—2"xf(x) = —2"*1x — (2" 4+ 227+ 1)x2 — z 2"Y (r, w)x®tt

w=2

elde edilir. w yerine w — 1 yazilirsa

—2Txf(x) = —2"1x — (2" + 22"+ 1)x2 — Z 2'Y (r,w — 1)x®

w=3

olur. Es. (2.18), —2""1x? ile carpilirsa

15
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=27 1x2f(x) = =2"x% — (2771 + 22")x3 — (227 + 27.4")x*

+ z 2"Y (r, w)x@*?
w=3

Son iki terim toplamin igine alinirsa

_Zr—1x2f(x) — _erZ _ Z Zr_1Y(T', n)xn+2

n=1

elde edilir. Son esitlikte w yerine w — 2 yazilirsa

=2 1x2f(x) = —=2"x? — Z 2"y (r,w — 2)x? (2.20)
w=3
bulunur. Es. (2.18), (2.19) ve (2.20) den

) —2"x — 2" 1x?)

=2+4+x- z [Y(r,w)=2"Y(r,o — 1) — 2" Y (r,w — 2)]

w=3
olur. (2.1) birinci tip r —Pell sayilarinin indirgeme bagntist kullanilarak
f)A—=2"x—2""1x2) =2 +x
elde edilir ve buradan

(x) = 2+ x
FO) =Ty 1.2

bulunur. Birinci tip r — Pell — Lucas sayilarini iirete¢ fonksiyonu

909 = ) 20r,0)x®
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olsun. Fonksiyonun ilk {i¢ terimi agilirsa

g)=2+2"+ @B+ 2" Dx + (1 + 272 + 2.4")x% + Z Z(r,w)x® (2.21)

w=3
olur. Es. (2.21) in her iki yani, —2" x ile ¢arpilirsa
—2"xg(x) = —(2"™1 + 2)x — (3.2" + 2.4")x? — (2" + 22"%2 4+ 2.8")x3

— Z 2"Z(r, w)x“tt
w=3
elde edilir. Son terim toplam i¢ine alinirsa

—2"xg(x) = —(2"™1 + 2)x — (3.2" + 2.4")x?% — Z 27 Z(r, w)x®*t!

w=2

ve w Yyerine w — 1 yazilirsa

—2"xg(x) = —(2"™1 + 2)x — (3.2" + 2.4")x?% — Z 2"Z(r,w — 1) (2.22)
w=3

buluwur. Es. (2.21) in her iki yan1, —2"~1x? ile garpilirsa
2" 1x2g(x) = —(2" + Dx? — (3.277 1 + 22")x3 — (27 + 227%2 + 2rH1gr)xt

_ Z ZT_1Z(T',(1))xw+2
w=3

ve son iki terim toplamin i¢ine alinirsa

—2"x2g(x) = —(2" + Dx? — Z 2717 (r, w)x@t?

w=1

elde edilir. Son esitlikte n yerine n — 2 yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
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2" 1x2g(x) = —(2" + Dx?% - Z 2771 Z2(r, 0w — 2)x® (2.23)

w=3
olur. Es. (2.21), (2.22) ve (2.23) den

gx)(1 —2"x — 2" 1x2)

=242+ x+ Z[Z(r,a)) —2"Z(r,w—1)— 2" Z(r,w —2)]

w=3
elde edilir. Birinci tip r — Pell—Lucas sayilarinin indirgeme bagintisi kullanilirsa
g1 —2"x —2""1x2) =2+ 21" +«x
olur ve buradan da

24277 4+ x
— 2Tx — 2" 1x2

gx) = 7

bulunur.m
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3. IKiINCi TiP r —PELL VE r —PELL — LUCAS SAYILARI

3.1 ikinci Tip r —Pell Sayilan
3.1.1. Tanim

Daha sade sonuglar elde edebilmek amaciyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
sayilarinin yeni bir genellestirmesi, r — Pell ve r — Pell — Lucas sayilarinin
indirgeme bagintis1 kullanilarak tanimlanacaktir. Bu sayilar ikinci tip r — Pell ve

r —Pell—Lucas sayilari olarak isimlendirilecektir.

Iki keyfi tamsay1 w > 2 ve r > 1 ve baslangic kosullar1 (r,0) = 0ve §(r,1) = 1

olmak {izere ikinci tip r — Pell sayilari

Jr,w)=2"y(r,w —1) + 27 (r,w — 2) (3.1)

indirgeme bagintistyla tanimlansin. Buna gore ikinci tip 7 — Pell sayilarinin bazi

terimleri

y(r,0) =0,
yr,1) =1,
y(r,2) =27,

§(r,3) = 4"+ 271,

§(r,4) = 87 + 47,

oldugu goriilebilir.
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3.2. ikinci Tip r — Pell — Lucas Sayilar
3.2.1 Tanim

Iki keyfitamsay1 w = 2 ve r > 1 ve baslangic kosullar1 Z(r,0) = 217" ve 2(r,1) =

1 olmak tizere ikinci tip r — Pell—Lucas tamsay1 dizisi
Zr,w) =2"2(r,w—1) + 2" 2 (r,w — 2) (3.2)
indirgeme bagintisiyla tanimlansin. Buna gore ikinci tip  — Pell—Lucas sayilarinin

bazi terimleri

#(r,0) = 21T,
2(r,1) =1,
2(r,2) =27,

7(r,3) = 4" +3.27°1,

oldugu goriilebilir.

3.2.2 Teorem (Binet Formiilleri)

Iki keyfi tamsay1 w = 0 ver > 1 olmak iizere;

w-yinci ikinci tip » —Pell ve ikinci tip r —Pell—Lucas sayisi

y(rw) =S (33)

ve
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dir. Burada r; ve r, daha 6nce tanimlandiklar1 gibidir.

Ispat.

Ikinci tip r —Pell say1larinin Binet formiilii

J(r,w) = c;r’ + co15°

olsun.

w = 0 i¢in

37(7”;0) =c+c; =0

ve

w =11i¢in

J(r,1) =ciry ey =1

elde edilir. r; ve r, (3.7) de yerine yazilirsa

2T+ K 2T _K
q( 2 )+Q( 2 >:1

12" + K+ c2" — K =2
ve buradan
Zr(Cl + Cz) + K(Cl - Cz) = 2

bulunur. Es. (3.6), (3.8) de yerine yazilirsa
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Cl_CZZE
ve
C1+C2=O

elde edilir. Buradan

. -y
rw)=—
y(r, w) m——

elde edilir. ikinci tip 7 — Pell—Lucas sayilarinin Binet formiilii

Z(r,w) = dir{’ + d,ory’

olsun. w = 0 igin

ZN(r, 0) = d1 + dz = 21—1’

ve w = 1i¢in

Z(T, 1) = le‘l + dzrz = 1

olur. r; ve ry, (3.13) de yazilirsa
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p (2r+K)+d (ZT—K)_l
1\ 2 2\ 2 )7

dlzr + dlK + dzzr - de = 2
ve

Zr(dl + dz) + K(dl - dz) = 2

elde edilir. Es. (3.12), (3.14) de yerine yazilirsa

d1 - d2 = O
ve
dl + dz = 21—1’

olur. Es. (3.12) ve (3.15) den

dl = Z_r
ve
dz = Z_T

elde edilir. Buradan
Z(r,w) =27"r? +27"ry’

1 1

= ?T’lw + ?T’zw

r? +ry
==

23

(3.14)

(3.15)



P+

n+r
bulunur ki bu ise ispat1 tamamlar.m
3.2.3 Teorem (Uretec fonksiyonlari)

Keyfi bir tamsay1 v = 1 olmak tizere ikinci tip r —Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

5 x
Z y(r,w)x® = T orx 71,2 (3.16)
w=0

ve ikinci tip r —Pell—Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

< 21T — x
D rrnan® = ey (3.17)
w=0

seklindedir.
ispat.

Ikinci tip 7 —Pell sayilarmin iireteg fonksiyonu

h(x) = Z y(r,w)x® vr>1
w=0

olsun. 11k {i¢ terimi acilirsa

h(x) = $(r,0) + §(r, Dx + $(r, 2)x? + Z ¥ (r, w)x®

w=3

ve dolayisiyla
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h(x) = x+2"x% + Z ¥ (r,w)x® (3.18)

w=3

elde edilir. Es. (3.18), —2"x ile garpilirsa

—2"xh(x) = —2"x% — 2%"x3 — Z J(r,w)2" x®+1

w=3

Son terim toplamin i¢ine alinirsa

—2"xh(x) = —2"x% — z J(r,w)2" x+?

w=2

olur. w yerine w — 1 yazilirsa

—2"xh(x) = —2"x% — Z y(r,w —1)2"x® (3.19)
w=3

elde edilir. Es. (3.18), —2""1x? ile carpilirsa

_2r—1x2h(x) — _21"—1x3 _ 22r—1x4- _ z Zr—ly(r' w)xw+2

w=3

bulunur. Buradan

2" 1x2h(x) = — Z 2" (r, w)x @2
w=1

olur. w yerine w — 2 yazilirsa

2" 1x%2h(x) = — z 27 Y (r,w — 2)x? (3.20)
w=3
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elde edilir. Es. (3.18), (3.19) ve (3.20) den
h(x)(1—2"x — 2""1x?)
=x+ Z [, w) —2"9(r,w — 1) = 2" 9@, 0 — 2)] x©
w=3

bulunur. ikinci tip r —Pell sayilarinin indirgeme bagmtis1 (3.1), son esitlikte yerine

yazilirsa
h(x)(1—2"x —2""1x%) = x
olur ve buradan da

x
— 2Tx — 27" 1x2

h(x) = T
elde edilir.

Ikinci tip r —Pell—Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

v(x) = Z Z(r,w)x®

w=0

olsun. 11k {i¢ terim acilirsa

v(x) =2(r,0) + 2(r, Dx + 2(r, 2)x% + z 2(r, w)x®

w=3

elde edilir ve buradan da

v(x) =2"+x+ 2"+ Dx? + Z Z(r, w)x?® (3.21)

w=3

olur. Es. (3.21) in her iki yan1, —2" x ile ¢arpilirsa
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—2"xv(x) = —2x — 2"x? — (27" + 2")x3 — Z 27Z(r, w)x®t1

w=3

elde edilir. Buradan

—2"xv(x) = —2x — 2"x?% — z 2" 7(r, w)x®t1
w=2

olur ve w yerine w — 1 yazilirsa

—2"xv(x) = —2x — 2"x? — Z 2"Z(r,w — 1)x® (3.22)
w=3

bulunur. Es. (3.21) in her iki yam, —2""1x? ile ¢arpilirsa

_2r—1x2v(x) — _x2 _ 2T—1x3 _ (221‘—1 + 2T—1)x4 _ Z 27‘—12(7., w)xw+2

w=3
olur. Dolayistyla
2" 1x%p(x) = —x? — Z 2717 (r, w)x@t?
w=1
elde edilir. w yerine w — 2 yazilirsa
2" 1x2p(x) = —x? — Z 27712 (r, 0 — 2)x® (3.23)

w=3
olur. Es. (3.21), (3.22) ve (3.23) den
v(x)(1—2"x — 2" 1x?)

=217 —x 4+ Z [Z(r,w) = 272(r,w — 1) = 277 2(r, w — 2)]x®

w=3
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elde edilir. Ikinci tip r — Pell—Lucas sayilarinin indirgeme bagintisi (3.2) kullanilirsa
v(x)(1—2"x — 2" 1x2) = 217" — x
elde edilir ve buradan da

217 — x

— 2Ty — 2r—1x2

v(x) = T

bulunur.m
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4. BAZI SONUCLAR

Bu boliimde bazi iyi bilinen 6zdegliklerin genellestirilmesi verilecektir.

4.1. Lemma

Iki keyfi tamsay1 w > 0 ver > 1 olmak iizere birinci tip r — Pell ve r — Pell —

Lucas sayilariyla, ikinci tip r — Pell ve r —Pell—Lucas sayilar1 arasinda

Y(r,w) =2y(r,w+ 1) + J(r,w), (4.1)
ve
Z(r,w) =2Z(r,w + 1) + Z(r, w). (4.2)

bagintilar1 vardir.
Ispat. Birinci tip r —Pell sayilarmin Binet formiilii kullanilirsa

o =y
Y(irow) = ——=
n—-n

@+ 2r)r” = (1 + 211y

n—-n

e+ 2rPtt — (1P + 2rPth)

n—-n

w+1 w+1 w w
2" ) 4 1y

n—-n
=2 +
n—-n n—n

=2y(r,w+ 1)+, w)
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bulunur. Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilil yerine yazilirsa

rn'r? +rry
Z(r,w) = ———=
n+r

1+ 2rr + (1 + 2ry)ry°
B T+,

T2+ 2rPt + P + 2rPtt

rntn

B 2Pt + rPt) P 4 P

rntn

nt+n ntn

(rf’“ + r{"“) e +rd
+
=2Z(r,w+ 1)+ Z(r,w)

elde edilir.m

Daha once birinci tip r —Pell ve r — Pell— Lucas sayilar1 sadece pozitif tamsayilar
icin tanimlanabilmisti. Bu bdliimde ise bu sayilarin ikinci tip r —Pell ve r — Pell—

Lucas sayilar araciligiyla, negatif tamsayilar i¢cin de tanimlanabildigi goriilecektir.
4.2. Lemma

Iki keyfi tamsay1 w > 0 ver > 1 olmak iizere

¥(r,—w) = (-1)**2°05(r, ) (43)
ve
2(r,—w) = (=1)?2°0z(r, @) (4.4)
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dir.
ispat.

Ikinci tip 7 — Pell sayilarinin Binet formiiliinden

i

:)7(7', _w) =
n—-n
1 1
ey
n—n
=1y’
()@
n—n

3 1 lr{" - rz‘"l
()@ | nn—n
1 ~
— my(r, )

— (_1)w+12w(1—r)57(r’ w)

bulunur. Ikinci tip 7 — Pell— Lucas sayilarmin Binet formiiliinden

e+,

n+n

Z(r,—w) =
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1 [y
()@ |+

" e )

= (-1D)*2°0z(r, w)
elde edilir.m
4.3 Teorem

Iki keyfi tamsay1 w > 0 ver > 1 olmak iizere

Y(r,—w) = (=1)®+12@=Da-150 o — 2) (4.5)
ve

Z(r,—w) = (=1)*2@= DUz o — 2) (4.6)
dir.

Ispat.

Es. (4.1) de w yerine —w yazilirsa
Y(ir,—w) =2y(r,—w+1) +y(r, —w)
= 2)7(1*, —(w — 1)) + y(r, —w)
elde edilir. Es. (4.3) kullanilarak
Y(r,—w) = 2(=1)®2@ - DUD50 ¢ — 1) + (=1)*129075(r, w)
= (~D*2°0TH(r, 0 — 1) + (=)@ 1200 (r, w)
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= (-2 2"y, 0 - 1) = §(r, w)]
bulunur. Es. (3.1) den
Y(r,—w) = (-D*2°C275(r,w — 1) — @75, 0 — 1) + 277 15(r, w — 2))]
= (—1)@+12@= VAN o — 2)
elde edilir. Es. (4.2) de w yerine —w yazilirsa
Z(r,—w) =2Z(r,—w + 1) + Z(r, —w)
= ZZ(r, —(w — 1)) + Z(r,—w)
olur. Es.(4.4) yardimiyla
Z(r,—w) = 2(=1)*"12@- DUz ¢ — 1) + (=1)?2°0 D z(r, w)
= (=1)@" 120014731 oy — 1) + (=1)*2°0 M Z(r, w)
= (-1)@2¢0[2"z(r,w — 1) + (1, w)]
elde edilir. Es. (3.2) den
Z(r,—w) = (=1)@2@- DAz ¢ — 2)
bulunur.m
Asagidaki lemmaya daha sonra ihtiya¢ duyulacaktir.
4.4 Lemma

Iki keyfi tamsayt w > 0 ver > 1 olmak iizere 1, 1, Ve K dnceden tanimlandiklari

gibi olmak iizere
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ve

1+ L
r, 2T

dir.

1 1
1+E:1+m
2
S 14
ST 2T+ K
2T+1_2K
=1+

47 — (47 +2.27)

—1 2.2 — 2K
2.27
2T —K
=1-— 5
K
- or
ve
1
1+E=1+ZT—K
2
=1+ 2
B 21 — K
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2"t 4 2K

=1
+ 4_T — (4T _l_ 2T+1)

271 4 2K
G

bulunur.m

Koshy (2010) daha 6nce Pell ve Pell—Lucas sayilari i¢in baz1 esitlikler vermisti. Bu
esitlikleri birinci tip r — Pell, r —Pell —Lucas sayilar1 ve ikinci tip r —Pell , r — Pell —

Lucas sayilari i¢in tekrar verelim.

4.5 Teorem

Iki keyfi tamsay1t w > 0 ver > 1 olmak iizere

Zr,w) =Y w)+ Y w—1), (4.9)

Y(r,w) + Z(r,w) =217"Y(r,w + 1), (4.10)
Y(r,w) +Y(r,w—1) = Z(r,w), (4.11)
Z(r,w)+ Z(r,w —1) = Z—fy(r, w), (4.12)
277[Z(r, )]* = K*[Y (r,w)]? = (-1)*2°0~D+2, (4.13)
Jrw)+3yrw—-1) =2(r,w), (4.14)
F(r, w) + 2(r, 0) = 2V Ty(r, w + 1), (4.15)
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r—1 1
Z V() = Y(r,w) + 2 z Yl(i(i) 1) 3' (4.16)
w-1 r—1 _ __9l-1 _

Z Z0r0) = Z(r,w) +2 322(:::0_ 11) 2 3. 4.17)

0zdeslikleri saglanir.
Ispat.
Birinci tip r —Pell sayilarinin Binet formiilii yerine yazilirsa ve Es.(2.5) den

Yr,w)+Y(r,ow—1) =

1 1

V,. V.0 w— w—
nry —nn T =11
K K

1

= — [’ = T =T 1]

K
1_Va) 1 V.0 1 ]
= E_T17”1 (1+r—1)—r2r2 (1+E)-

171, rn+1 vow (T2 1Y)
=gl () e (55

= (L> (%) [MrPr(ry + 1) = ryr’ry(ry, + 1)]

"

1

1
= () (N ire s+ - i, )
172

olur. Es. (2.4) ve ry ve r, yardimiyla
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Y(r,w)+Y(r,w—1)

- () (o (e ) (o
- \nn/ \K nn 2 272 2

bulunur.

e+ () () e () e ()

elde edilir. Buradan

Yr,w)+Y(r,o—1)=—

[r'ri?” + 157y’
211y

olur. Es. (2.4) den

1
Yr,ow) +Y(r,w—1) = > [rr + 1r)/r’]

bulunur. Es. (2.3) kullanilarak

'r® + rr¥
Yr,w)+Y(r,w—1) = 21t z2
rnt+n

elde edilir. Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilii yerine yazilirsa
Yr,w)+Y(r,ow—1) =Z(r,w)
elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

Birinci tip r — Pell ve r — Pell — Lucas sayilarinin Binet formiilleri yerlerine

yazildiginda

Y(r,w) + Z(r,w)
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nrd —rrd P +rrd

=1 Tt
elde edilir.
Es. (2.3) ve (2.5) son esitlikte yerine yazilirsa buradan
Y(r,w) + Z(r,w)

B rn'r? —rry N n'rd +rry
K 27

27 =) + K + 15'1)°)
B 2'K

QT+ Kr'r? - QT —-K)ryry
2TK

@+ K = (27 = K| (2
- l 2K l (_>

2 [, (2K 2T-K
= g [ () e ()

olur. Son esitlikte ; ve r, yerlerine yazilirsa

Y(r,w)+ Z(r,w) = > T

Vo.w+1 V,.w+1

bulunur. Es. (2.5) kullanilarak

ﬁ#“—ﬁ#“l

Y(r,w)+Z(r,w)=? —
1 2

ve Birinci tip r — Pell sayilarinin Binet formiilii yardimiyla
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Yr,w)+Z(r,w) =217"Y(r,w + 1)

elde edilir.

Birinci tip r — Pell sayilariin Binet formiilii kullanilarak ve Es. (2.5) den

Y(r,w)+Y(r,ow—1)

nr? —rrd rnrP Tt —ryret

N K K

elde edilir.

Y(r,w)+Y(r,w—1)

= [ — e 4T = ]

K

Yr,w)+Y(r,o—1)

1 Va0 1 V.00 1

bulunur ve Es. (4.7) ve (4.8) kullanilarak

Y(r,w)+Y(r,ow—1)

olur. Es.(2.3) den
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Y(r,w)+Y(r,w—1)

' +rry

A+
bulunur. Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilii yardimiyla
Yr,w)+Y(r,ow—1) =Z(r,w)
elde edilir.
Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilii kullanilarak Es.(2.3) den
Z(r,w)+ Z(r,w—1)

nr? +ryrd  rnrt+ryret
M M

elde edilir. Buradan

Z(r,w)+ Z(r,w—1)
— 1 V.0 V.. V,.w—1 V.,.w—1
—M[rlrl +rr T T

olur. Es. (2.3) den

Z(r,w)+ Z(r,w — 1)

1 V.00 1 V.00 1
= ?[rlrl (1 +r_1) +1r)r, (1 +E)]
elde edilir. Es. (4.7) ve (4.8) vasitasiyla

Z(r,w)+ Z(r,w—1)
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1 [ V,.00 K V,.0 K
=g (z—r)”zrz (7)]

[..V,. V.
1 [’k nrg l

AN VA 2

bulunur. Es. (2.5) den
Zr,w)+ Z(r,w—1)

2 V. V.0

—ar _
4 =T

olur. Birinci tip r — Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilarak

KZ
Z(r,w)+ Z(r,w—1) = ?Y(r,w)

bulunur.

Birinci tip r —Pell ve r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilleri kullanilarak
27(Z(r, )]? = K2[Y (r, )]? =

= [2"Z(r,w)]? — [KY (r, w)]?

elde edilir. Buradan

_ |y e +rry 2_ K rnrd —rry 2
rtr T — Ty
oldugu goriiliir. Es. (2.3) ve (2.5) kullanilarak

227[Z(r, w)]? — K2[Y (r, w)]?
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= [ZTZ(«,-, (1))]2 — [KY(T, w)]z — Izr <T‘1vrlwz#v‘r;)>l _ IK (Tlvrlw I; 7"2\/7"20)>l

= (' + ) = (' —rr)?

= [(r)2rE? 4 2rry (n1)® + () 3]

= [ = 2rry ()@ + ()17
= 4r)'ry (1 ry)?
bulunur. Lemma 2.2. ve (2.4) vasitastyla
27[Z(r, w)]* = K2[Y (r, w)]?
=[2"Z(r,w)]? — [KY (r,w)]? = 4(=2""1)®
olur ve buradan
227 Z(r,w)]? — K2[Y (r, w)]?
=[2"Z(r,w)]? = [KY (r,w)]? = (=1)@20r-D+2
elde edilir.

Ikinci tip 7 —Pell say1larinin Binet formiilii kullanilirsa ve Es.(2.5) den

37(7”»0))"'}7(7”,0)—1)

rw _ rw rw—l _ rw—l
1 2 + 1 2

n—-n n—-n

bulunur. Es. (2.5) den

w _ 1

o —rf Pt =P

K
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r{"(1+%)—r2‘"(1+%)
B K

olur. Es. (4.7) ve (4.8) yerlerine yazildiginda

37(7”;0))"‘37(7”,0)—1)

K K
w w
ey (5

K

bulunur.Es. (2.3) araciligiyla

37(7”;0))"‘37(730)—1)

e+ 1y

ntn

esitligini verir ki buradan Ikinci tip 7 — Pell — Lucas sayilarinin Binet formiilii

bulunur. Buradan

=Z(r,w)

elde edilir.

Ikinci tip 7 — Pell ve r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilleri kullanilarak
¥(r,w) +Z(r,w) =

w w w w
N o+

T'l _rz T'l +T‘2

bulunur. Es. (2.3) ve (2.5) yerlerine yazilirsa buradan

y(r,w) + Z(r,w) =
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e oy
K 27

27 =)+ KO +13°)
- K.2"

QT+ K) -1 (2" - K)
B K.2"

olur. Es. (2.5), ; ve r, yardimiyla

y(r,w) + Z(r,w)

w+l _ L.w+l
_ it [7"1 2 l

=71

elde edilir ve Ikinci tip 7 —Pell sayilarmin Binet formiilii yerine yazilirsa buradan
yr,w) + Z(r, w)

=2""9(r,w + 1)

bulunur.

Birinci tip r — Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa ve Es. (2.5) den

w—1 w—1 voi voi
nr—nnrn
Y(r,i) =
=T
i=0 i=0 1 2
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1
K

" Z() Ly Z()]

olur ve daha dnce tanimlanan ry’ ve r, yerlerine yazilirsa

1
=E[(1+2r1)(1+r1+r12+~-+r1“’_1)—(1+2r2)(1+r2+r22+~~-r2‘"_1)]
1] 1—7rp 1—rp
=—|(1+2 —~
K_( + r1)<1_r1> (1+2r2)<1_r2>l

_1[A+2r)A -rp)A -r) - (A +2r)A —r)A - 1)
B 1—(ry+nr)+nrn

1|1 -2rr+2r—r)A—1%)— A =2rr,—1 +2r)(1 —10)
1-(r+1)+nn

elde edilir. Es. (2.3) ve (2.4) vasitasiyla

; Y(r,i)

1 [3(rp—7m)—A+2"4+2r —r)r+ (1 +2" —1r; + 2115
1 — ZT — 27'—1

n—-n

bulunur ki ry’ve ry degerleri yerlerine yazilarak

wz_l Y(r,i)
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18y — 1) = (' + (27 =)’ =y — (27 —r)ry?)
K 1—3.271

elde edilir. Buradan

; Y(r i)

1 3(ry — 1) =’ + 1 — (27 =)’ + (27 — 7”1)7”2(0]

1-3.2r1

x|

3(ry — 1) = + 1y’ — 'y — )+ (27, — 7”17”2)7”2“)_1]
1—-3.2m1

bulunur. Es. (2.4) den

ZO Y(r i)

1B =) = i = (2T A 27T 4+ (27, + 2r‘1)r2“"1l
K 1-3.2r1

x|

[3(r; — 1) — ' +ryrP =27+ 2rrP 4 2771 (1 + ZrZ)rz“"ll
1-—-3.2r1

olur ki ry’ve ry yerlerine yazilirsa ve Es. (2.5) den

; Y(r i)

1 [3(ry—1r) —mrP +ryrd = 27 Yt 4 27 Iyt
1—-3.27"1

n—n
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B 1 =3(ry — 1) + TP — P 4+ 2T i T = 2Tyl
S 3.2rm1-1 =T,
B 1 [—3(ry — 1) + ' —ryry + 2T (T — )
S 32— =T,
B 1 [ e —ryrd (T =t
3.2 -1 =T =T

elde edilir. Birinci tip r —Pell sayilarinin Binet formiilii yerine yazilirsa ve buradan

w-1
; Y(r,i)

_Yr,w)+ 27V (r,w —1) -3

3.

bulunur.

2r-1-1

Birinci tip r — Pell— Lucas sayilariin Binet formiilii ve Es. (2.3) yerlerine yazilirsa

Z 2,0) = Z it

w—
E r1r1 +r2r2

i=0

_%PZ@HQZ@J

i

1
= M[(l +2r)A+r+rf+ -+ D)+ A +2r)A+r + 12 + o+ )]
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1 1492 1—rP 1492 1—ry
—Ml( + 7'1)<1_r1>+( + 7'2)<1_r2>l

1[1+2r)A-r)A-r®)+A+2rp)A—-r)A —71)
M | 1-M+nrn, l

1[1=-2rnr+2r—r)A—-1r?)+ (1 =2rr, —r +2r,)(1 —15)
M| 1-M+nrn,

olur. Es. (2.3) ve (2.4) kullanilarak

ZO Z(r,D)

1[@+2"+2r—r)A—-rP)+ (A +2" -1 +2r,)(1 = 1)
M| 1—2r—2r1

1[2422"+r+rn—QA4+2r)r? — Q" —r)rP — (A +2r)ry — 2" —r)ry
M| 1-32r1

bulunur. Es. (2.3) ve daha dnce tanimladigimiz ry’ ve ry,’ aracilifiyla

; Z(r,D)

11243.2" = = Q2" —r)r? =)y’ — (2" —rpry’
M 1—-3.27"1

elde edilir. Buradan

; 20r,0)
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24327 = =i — QT — )T = (2T — )T
M 1-3.2r1

olur. Es. (2.4) den

w-1
; Z(r, i)

1[243.2"—rmr? - — Q' + 27 )P — (2", + 27 Dt
M| 1-3.271

1[243.2" — (WP +ryr®) = 2" 1A + 2r)rP 1 = 27711 + 2rp)rP !
M| 1-3.21

bulunur ve ry’ ve ry yerlerine yazilirsa ve Es. (2.3) den

; Z(r, Q)

1 [2+43.2"—(Wrl +ryre) =27 yrP~t — 2r et
1—-3.2r1

rntn

B 1 [24+3.2" — (W'rP +ryrd) = 2 (Pt + )
S 1-3.271 nt+r

_ 1 _<2 + 3. Zr) B e +rry P et et
1-3.2""1{\rn+n rn+n T+

elde edilir. Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilii ve (2.3) kullanilarak

; 20r,0)
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1 24+3.27
[ —Z(r,n) —2""Z(r,n- 1)]

T1-32t 2r
1 1 1
:W[Z _T+3—Z(T',0))—2r_ Z(T',(JJ—].)]

olur ve buradan da

ZO Z(r,D)

_Zrw)+ 2" Z(rw —1) = 2" -3
- 3.27-1 -1

bulunur.m

Bu esitliklere ek olarak asagidaki sonuglar verilebilir.

4.6 Teorem

Iki keyfi tamsay1 w > 0 ver > 1 olmak iizere

r,w)+Z(r,o —1) = (1 4+ 2V)9(r, w),

21"Y(r,w+ D)+ Y(rw — 1) = 2Z(r, ),

2175 (r,w + 1) + ¥(r,w — 1) = 22(r, w),
Zr,w)—Z(r,o—1)=22"Y(r,w+1) — 3+ 21"Y(, w),
Zrw)—2Zr,w—1) =229, 0 + 1) — 3+ 21)j(r, w),
47[Z(r, w)]* — (4" + 27 [F(r, w)]? = (—1)@20~D+2,

A Z(r,)]? + (4" + 2" [Y(r,w)]? = 2" Z(r, 20w) + 2712 Z(1, 20 + 1),
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A7 Z(r, )] + (47 + 2" [J(r, 0)]? = 272 (r, 2w).
dir.

Yukarida ispatsiz olarak verilen esitliklerle birlikte asagidaki 6zdeslikler ispatlanarak

verilebilir.
4.7 Teorem (Vajda Ozdesligi)
Iki keyfi tam say1 @ > 0 ver > 1 olmak iizere

Yroo+wWY(r,w+q)—Yr,w)Y(r,o+up+q)
= (—D*2°" V5 (r, Wy(r, q), (4.18)

Zr,wo+wWZ(r,w+q)—Zr,w)Z(r,w+pu+q)
= (DA + 2720007 5, )y (), (4.19)

Jr,o+wWytrw+q) —Jor,w)Jr, o +u+q)
= (-1)?2°C V5, Wy, q), (4.20)

Zrw+wWilr,w+q)—2(r,w)i(r,o + u+q)
— (_1)w+1(4r
+ 27200V 5, )y (r, . (4.21)

dir.
Ispat.
Birinci tip r — Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa

Yroo+wWY(r,w+q) —Yr,w)Y(r,o+pu+q)
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VO OF JVI v, w0+l v..wt+q v..wt+q
<r1 ot =T, )(rl nt—rr, >

n—n n—-n
(rl"rf’ - r2"r2‘"> <r1"r1w+”+q r2"r2w+“+q>
n—-n n—-n
_ w+i + w+q +q
- ( )2 [(rl - rZ rz )(rl rZ Tz )
e e+
— (e =) (T — )

bulunur. Es. (2.5) kullanilirsa

2 2wtpt+q wty_ w+q IVRY: q w+p VN2 2w+pt+q
[(7”1) —nnn =T 7"1 r, o+ ()T
vy 2,.20+p+q W, W+utq w+u+q w
— ()% — N —n'n )

+ (rz\,)zr22w+u+q)]
elde edilir. Lemma 2.2. vasitasiyla

Yroo+wWY(r,w+q)—Yr,w)Y(r,o+p+q)

1

_ T [ ot wtq _  w+q w+u W, OFtH+q @+,

~ k2 [—r" noon, AN +n ]
(rr)®

_ T utq utq

- T k2 [ nn 7”17”2‘|'7”2 +n ]

bulunur ve Es. (2.4) kullanilarak
Yro+wWY(ro+q) Y@ w)Y(rw+p+q)

( or= 1)w

[_ (' =) +n! (- rzu)]

olur. Es. (2.5) yerine yazildiginda
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(_1)w2w(r—1) (7’1“ _ 7‘2“) (rlq _ rZQ)

(r, —12)?

_ (~nyogern (T2 (T T
n—n n—-n

elde edilir ve ikinci tip r —Pell sayilarinin Binet formiilii vasitasiyla

Yroo+wWYr,w+q) —Yr,w)Yr,o+p+q)

= (-D2°CVy(r, Wy q)

elde edilir.

Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilii yerine yazilirsa

Zroo+WZ(r,w+q)—Zr,w)Z(r,w+pu+q)

v W+l v . wt+i v.,.wt+q v,.w+q
(T T+
™ + Iy ™ + Iy)

W+t W+t
e + e\ (T 4y T
nt+n A+

1
-~ VY2, 20+pt+q VoV WL w+q vov.,.w+q_  w+p V2. 2w+p+q
)2 [(7”1) n +rn A T+ ()

v2,.20+Ht+q Vo Vo, WHU+q VoV . WHU+G @
— () + ', + ' ry

elde edilir. Lemma 2.2. yi kullanilarak ve Es. (2.3) den
Zrrw+wWZ(r,w+q)—Z(r,w)Z(r,o +pu+q)

1
_ W+ w+q wtq 0+l 0+t o o w. 0+a+q
TP [n" ™+ N nmnn ]
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1 +
(rlrz)“’[rl rl + i — T — ]

= (7”;7/;22)0) [rlu(rzq ) — (rz —7 )]

(i) (ry =) (' —13)
M2

bu sonucu verir ki Es.(2.4) ve (2.3) yardimiyla
Zrow+wWZ(r,w+q)—Z(r,w)Z(r,o+p+q)

_ (_zr_l)w(rl ) )(r1 -7 )
(2r)?

elde edilir ve
Zr,w+wWZr,w+q)—Z(r,w)Z(r,o+p+q)
— (_1)w+12w(r—1)—2r(rlq _ rzq)(rlu _ rzu)

(ry = 1) (=1)# 120002 (10— p 1) (i} — 1)
(ry —1)?

q
i

q il it
— T r, —Tr
(T1 _ rz)Z(_l)w+12w(r—1)—2r < 2 > ( 1 2 )
rn—n n—n

= (rl — rz)Z(_l)w+12w(r—1)—2r y(r' q)y(r' u)

olur ve Es.(2.5) den
Zrrw+wWZ(r,w+q)—Z(r,w)Z(r,o+u+q)

— (_1)w+1(4r + 2r+1)2w(r—1)—2r }7(7.' q)37(r, u)
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bulunur. Ikinci tip 7 — Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa

yr,w+wWyr,ow+q)—yr,w)yr,ow+p+q)

WL w+p wtq _ w+q _ w+p+q w+p+q

T1 - rz Tl - rz 7‘1 - 1’2 7‘1 - TZ
elde edilir. Es. (2.5) den

[( S enT T ) = O - ) (T - )]

2wtpt+q a)+u w+q +q a)+u 2a)+u+q
[( R e R A )

_ 2wtputq _ w wtptq _  wotptq w 2w+p+q
(Tl rnr, n &) + T, )]

_wtp wt+q _ wtq wtp w..w+ut+q wtp+q_ . w
YRR ) LR P o £ +n rz]

(ry2)®
_ N172 [_Tlu q T1 r, +r1u+q+r2u+q]

_Tzq (r1 -n ) + r1q (T1 -Nn )]

olur. Es.(2.5) kullanildiginda
(ry72)®
(r 1—27" )2 [ =) (5" =11

W W[4 _ 4
_ olh R TR
= (1) -

1~ N —n

bulunur. ikinci tip 7 — Pell sayilarinin Binet formiilii ve (2.4) den

)7(7”'0)+H)f’(r»w+q)_)7(7',0))37(7';0)"‘}1'*‘51)
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= (=2""H*y(, Wy, q)
= (-D2°CVy(r, Wy )
elde edilir. Ikinci tip r — Pell—Lucas sayilarmin Binet formiilii kullanilirsa

ro+wilr,w+q)—Zr,w)i(r,o+p+q) =

+ + + + et et

rOTH g TH rwq+r“’q 2 4+ 2] [T T

— 1 2 1 2 1 2
rntn rntn rntn rntn

olur. Es.(2.3) kullanildiginda

- Mz [(rl“’+ll T +u)(r1w+q + r2w+q) (r? + Tzw)(ﬁ TR 4 T, +u+q)]

2w+u+q+ w+u q_l_ w+q w+u+ 2w+u+q
n

MZ[ 2

2w++ w++ w++ 2w+p+

w+q w+q_ w+u w+u+q_.w +u+q
~ M2 [r1 Tt on rs =y
w
(r172)
_ __..htq p+q
=z 1r2 +r r2 £ - ]

(r112)¢
= TA;Z [rfl(rz -n ) -n (Tz )]

S )

bulunur. Es.(2.3) den

_ (1) (r — 12)° (rz —n )(rl - rz)

(r1 +12)2 (r1 —12)?
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olur. Es.(2.3), (2.4) ve (2.5) yerlerine yazilirsa

Zro+wWilrw+q)—Z(r,w)ir,o+p+q)
_ (_Zr—l)w(4r + 2r+1) [rl _ T.Z l lru _ rzlll

(27)? —n]lnh "

bulunur. ikinci tip 7 — Pell sayilarmmn Binet formiilii kullanilarak

Irmw+wWilr,o+q)—Zr,w)zZ(r,o+pu+q)
— (_1)w+12a)(r—1)—2r(4r + 2r+1)ﬁ(r’ U)ﬁ(r’ CI)

elde edilir.m

Yukarida ispati verilen Vajda 6zdesliginde q yerine - u alinirsa Catalan 6zdesligi elde

edilir. Simdi bu 6zdesligin ispatina yer verelim.
4.8 Teorem (Catalan Ozdesligi)
Iki keyfi tam say1 @ = 0ver > 1 olmak iizere

Y(r,w+ WY (r,w—p) —[Y(r,w)]?
= (=1)@ m120-D@-W[5(r, W)]?, (4.22)

Z(r,w+WZr,w—w —[Z(r, w)]?
= (47 4 2m+1)(—1) @R D@-0=2r[5( 1)]2, (4.23)

¥, 0+ Wy e —w - [Fr, )]
= (-De2DE W, w2, (4.24)

2(r,w + WZ(r, 0 — W — [2(r, )]
= (D@20 D@2 (gr 4 2T ) [5(r, w2, (4.25)

dir.
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Ispat. Birinci tip r —Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa

Y(T', w + M)Y(r) w — li) - [Y(T', a))]Z

w+ w+ w— w— 2
B (7‘1\'7‘1 Y — 1y, “) <r1"r1 Y — 1, ”) B <r1"r1“’ - r2"r2‘">

- rn—rn n—-r n—-r
olur. Es.(2.5) yerine yazildiginda

Wt w—p

1
_ v)2..2W V..V VoV, W~ Wt v2..2W
= %z [(7”1) o nnn nrn n ()

— ()19 + (1) — 213 (111y) )]

1 + - - +
- ﬁ [(rlv)zrlzw - rflrzvrlw Hrzw " Tlvrzvﬁw urzw Y+ (Tzv)zrzzw - (T1V)2T12w

- (7"1V)2r22w + 2r1vr2\/(rlrz)w]
bulunur. Lemma 2.2. den

Yo+ Y o-—p—[Y(r o)l

K2 [_rlwﬂrzw_u - 7’10)_u7"2w+u + 2(r17”2)w]

— M r_1”+r_2”_2
K? roor

(D) [+ - 2!
B K2 (ryrp)*

= (—1)(}7;127”2)("_Ll [rlu _ rzu]Z

olur ve Es. (2.4) vasitasiyla

Yo+ Y o-—p—[Y(r )]
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(D)2
= K2 [7”1u - rzu]z

C_l)w—u+120>1Xw—u)
KZ

bulunur. Es.(2.5) den

Yo+ Y o-—p -V )]

L
= (_1)w—u+12(r—1)(w—u) [ 1 2 l
n—-n

elde edilir. ikinci tip 7 — Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa buradan
Y(ro+wY(rw-—p - [Y(w)]?

= (D@2 DO W[5, )2

bulunur.

Birinci tip r — Pell— Lucas sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa

Zr,o+WZ(ro—w - [Z(r )]

w+ w+ w— w— 2
(T T (T ' +rry
rtr T+ rn+T

1 + + - -
(ry +15)2 [(rlvrlw M+ Tzvrzw u)(rlvrlw Y+ Tzvrzw “) — ('’ + Tzvrzw)z]
1+ 712

bulunur. Es.(2.3) den

1 - —
= 2z [P + i T 4 ()P
— ((T‘l\’)zrlzw + (Tz")zrzzw + zrl\/rz\/(rlrz)w)]
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elde edilir ve Lemma 2.2. den

20,0 + 0200 — ) ~ (2,0 = T[R4 2(ryr,)0]

429
Mz )t

. (rlrz)w rlll rzu l

1

_ (nry)® (rl) + (r ) —2r'ry
M? ()"

w—p
_ (7'171”‘2/1)2 [rlu _ rzu]z

bulunur ki Es. (2.3) ve (2.4) yardimiyla
Z(r,w+ WZ(r,o—w - [Z(r, w)]?

(_zr—l)w—u
=—zﬁr—w—¢r

— (_1)w—u2(r—1)(w—u)—2r [Tlu _ TZH]Z

i ny2
r, —T

= (r —rp)? (=22 I 1 2 l
rn—-r

olur. ikinci tip  —Pell sayilarinin Binet formiilii ve (2.5) yerlerine yazilirsa
Z(r,w+WZlr,w—w - [Z(r,w)]?

= (DA + 220 D@ 5 (r, )]

bulunur.

Ikinci tip 7 — Pell sayilarmnin Binet formiilii kullanilirsa
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37(7”»0) + H)y(r'w - Il) - [37(7" w)]Z

wtp _ wtp w—p _w—l W _ W 2
_n T, n T, | Ty
n—-n n—-n n—-n

T h-n)? —r)z

elde edilir. Es.(2.5) den

[( 1w+u _ r1w_u7‘2wru +T22w) G
_ 1 WL w—|t M. w+u .
= ﬁ[ PR PO P +2r°r, ]
(rr2)® 'T_lu+r_2u_ 2]
2 TR
K i, n

(rr2)® -leu + 7"22u = 2(rmr)*
K? | (ryr)H

bulunur. Es. (2.5) den

(7”17”2) l - rz ]2

(7"17"2)” n—-n

T T )T - - 0 -

+ 1P —2rP

elde edilir. ikinci tip 7 —Pell sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa

o+ Wi, o —w - [, )]

= —(nr)* I, wl?

olur. Es.(2.4) yerine yazilirsa buradan

37(7”»0) + H)f’(r'w - P—) - [37(7”' w)]Z
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= —(=2""H) I, wl?
= (-D@7 U V@ W[5, 1))?
bulunur.
Ikinci tip r — Pell— Lucas sayilarmin Binet formiilii kullanilirsa
2(r,w + Wi, 0 — W - [2(r, 0)]?
_ [r;’“‘ + r2w+”l [r;*"“ + r;’—“l ~ lrlw - r;’r
T+, rntr it

_ 1
(1 +1y)?

(™ + ) 7+ 177 = O+ 1)
bulunur. Es.(2.3) yerine yazildiginda

= {2

Mz[w+uwu+wuw+u 27‘1 ]

TR
L&Y

_(rrp)® lrl“ T, 2]
=—|F5+5-
M r,

_ (ryry)? 1‘12Pl + r22“ —2ri'r)
Mm? ()"

w—p
_ (7”171”\2/1)2 [rlu _ 7‘2”]2

2
(7"17"2) My —1y)? r1 rzpl
M2 - 1‘2
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elde edilir. Ikinci tip 7 — Pell say1larinin Binet formiilii ve (2.3), (2.4) ve (2.5) yerlerine

yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yardimiyla

Z(T,w + H)Z(r,(l) - IJ) - [Z(T',(l))]z

_zr—l w—N 47’ 2r+1
- >(_2£)2+ ) 5r, 012

bulunur. Buradan

= (—D)@7H@A" + 2r )20 D@2 (5, )]
elde edilir.m

4.9 Sonug (Cassini Ozdesligi)

Iki keyfi tam sayt w > 0ver =1 olmak iizere birinci tip r — Pell sayilar
ve r — Pell — Lucas sayilarinin, ikinci tip r — Pell sayilart ve r — Pell — Lucas
sayilarinin Catalan 6zdesliklerinde p = 1 alinirsa Cassini 6zdeslikleri asagidaki gibi

elde edilir.

Y(ro+ DY w—1) = [Y(r,w)]? = (—1)@20-D@-1) " (Brod, 2019)
Zrw+DZ(rw—-1) —[Z(r,w)]? = (4" + 2" (—1)e-120-D@w-1-2r
Jr, o+ Dy, o —1) = [Jr,w)]? = (1«20 DD,

Zr,w+ D20 w—1) = [2(r,w)]? = (1)@ 1(4" + 27+1) 20— D(w-1)-2r
dir.

4.10 Teorem (d’Ocagne Ozdesligi)

Iki keyfi tam say1 w > 0 ver > 1 olmak iizere
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Y(r,WY(r,o+1)—Y(r,w)Y(r,u+1)
= (=" 120-Dugi(r o — p), (4.26)

Zr,WZ(r,w+1)—Z(r,w)Z(r,u+1)
= (14" + 2720 DR=2r55(r oy — ), (4.27)

}7(7', ll)f’(r;w + 1) - )7(7'; w)j;(rl 3 + 1)
= (=D)* 120"V, 0 — ), (4.28)

Zr,wWz(r,w+1) —Z(r,w)zZ(r,u+ 1)
= (—DHE" + 2720250, 0 — ). (4.29)

dir.
Ispat. Birinci tip r —Pell sayilarmin Binet formiilii kullanilirsa

Y(r,WY(r,o+1)—Y(r,w)Y(r,u+1)

+1 +1
(i =\ (U =t (i =\ T =y
n—-n n—n n—-n n—n

Vo.w+1

= CETY [(r'r = ) (Y T+t — )

—(ry —r)r; )(r1 i r2r2“+1)]

elde edilir. Es. (2.5) den

e+l +w+1
[(T1 V2 — Yy et — Yy 4+ ()2
— (T =y = T 4 ()P

olur. Lemma 2.2. son esitlikte yerine yazilirsa

Yr,wWY(r,o+1)—Y(r,w)Y(r,u+1)
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1

=z [—1”1p rtt — Pt rf)rZ“H + r1“+1 ]
=%z [—ri'r (ry — ) + 77 (ry — 1) |

1‘1)(7‘1 r2 — rl s )
KZ

bulunur. Es. (2.5) yerine yazildiginda

o Ty =1

n—-n

elde edilir ve Es. (2.4) den
Yr,wY(ro+1D) -Y(@0)Y(r,p+1)

w—p w—p
= (_1)u+12(r—1)u o Th
=

bulunur. Ikinci tip 7 —Pell sayilarmin Binet formiilii kullanilirsa buradan
Yr,wWY(r,w+1)—Y(r,w)Y(r,u+1)

= (D200 0 — )

elde edilir.

Birinci tip r — Pell—Lucas sayilarinin Binet formiilii yerine yazilirsa

ZrnwWZ(r,o+1)—Z(r,w)Z(r,u+1) =
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+1 +1
[rlvrlLl + 1y rZ“l Irl" ot 4y +1] [rl"rl‘" + 1y l [7‘1"7”1‘1 + 11y l

rntn rntn ntn ntn

1
= —— (T + R ) (Wt + et
(. + 1)

— (' + rzvrz‘")(rl"r1“+1 + rzvr2“+1)]

elde edilir. Es. (2.3) yerine yazildiginda

1
_ vy2,.htw+l vo.vo .l w+1 VoV . w+1, .1 vy2,. htw+l V2, utw+l
= [(rl) 2 + T T, + (), - ()r

Vo Vo, M1 VoV ML @ vy2..Htw+1
—nnn'n - nnn = (1) ]

olur ve Lemma 2.2. den

Z(rrwWZ(r,o+1)—Z(r,w)Z(r,u+1)

1
— = [ w41 w+l b w Htl _ _pt+l
= [+t + vt i) — rfory e

= M2 [Tlurzw (rp—1) =1 Tzu(rz - 7"1)]

n—"n
M?2

(r1u7”2w -1 rzu)

elde edilir. Es.(2.3) yerine yazildiginda

(ry — Tz)(ﬁrz)”(rlw_u - rzw—u)

(ry + 1)

_ (ry — 1)? ()" rlw—u - rzw_“
- l l l = l

(r + 1)

bulunur. ikinci tip  —Pell sayilarinin Binet formiilii ve (2.3), (2.4) ve (2.5) esitlikleri

kullanilarak
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ZrywWZ(r,o+1)—Z(r,w)Z(r,un+1)

(4T + 2r+1)(_2r—1)u _
= 22 yrw—u

= (DM@ + 22D (w0 — )
elde edilir.

Ikinci tip r — Pell sayilarmin Binet formiilii kullanilirsa

y(r'u)f’(r;w‘l‘1)_37(73(1))37(7"}1"‘1) =

[ [0 w+1 w+1 w w p+1 u+1
[r1_r2Hr1 -1 l_[rl _rZHT1 - l

n—n n—n n—-n

1
= m [(71“ - rz“)(rl‘*’ﬂ — Pty — (2 — rz(")(rluﬂ _ rzuﬂ)]

bulunur. Es.(2.5) yerine yazildiginda

_ ptow+1 o w+1 w+1..1 ptw+1
~ K2 [(r1 —nry T orn T tn )
putw+1 w1+l ut+l_w ptw+1
- (r1 - -n 1+ )]

olur. Buradan

M o+l L w+1 M W, Mt1 Htl_ w
Kz[rlrz LN S o S S o ) rz]

1
~ k2 [rlurzw (= 1) —1{’ry (= 7”2)]

n—n
K2

[rlurzw - rzu]
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bulunur. Es.(2.5) den

1
H.w (A
= Ty —1{r
.
w—p w—p
¢ —Tr
1 2
=—(rr)|———=—
<12)[ — ]

elde edilir. ikinci tip 7 — Pell sayilarinin Binet formiilii ve (2.4) yerlerine yazilirsa
yr,wy(r,w+1) =y, w)yr,p+1)

= —(=2"")Y(r 0 — W

olur ve buradan

yr,wWyr,w+1) -y, )y, p+1)

= (D120 My (r 0 — )

bulunur.

Ikinci tip r — Pell—Lucas sayilarinin Binet formiilii kullanilirsa

Zr,Wiz(r,w+1) —Z(r,w)Z(r,u+1)

+1 +1
3 r 4+ | [Pt + ettt _ e+ [HT 4+
T+ T+ T+ L+

1

= (,r_l_—.r.)z [('f'fl + Tzu)(rlw‘l'l + T2w+1) _ (ﬁw + rz(,))(rlu+1 + r2“+1)]
1 2

bulunur. Es. (2.3) den
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( pu+w+1 u+(u+1)

H.w+1 w+1,.1
MZ[ + et Pt

( u+w+1+r1wr2u+1+ru+1 w u+w+1)]

_ How+1 w+l b w utl _ _pt+l
= [ttt i) — Py ooy

1 H.w w,.H
= oz [ (=) 4 1 (= 1)

elde edilir. Es.(2.5) yerine yazildiginda

-~z [_rflrzw + rf)rzu]
K n
= (;\}[ZZ) [ =17

2 w—p _ L w-q
K2 ()M lrl -1, l
= ’ —

M =T

olur. Ikinci tip r — Pell—Lucas sayilarinin Binet formiilii ve (2.3), (2.4) ve (2.5)

yerlerine yazilirsa buradan
2(r,Wz(r,w +1) = 2(r,w)z(r,p + 1)

(47‘ + 2T+1)(_27’—1)u
= ar

}N’(T»w—ll)

— (_1)u(4r + 2T+1)2(T_1)”_2ry(7',w _ u)

elde edilir.m

69



S. KAYNAKLAR

Akbaba, U. (2023). Some matrix applications on the special integer number sequences.
Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, 10(1), 209-216.

Bayrak¢1 Ozsoy, O. & Bilgici, G. (2022). Unrestricted Pell and Pell — Lucas 2N-ons.
Kocaeli Journal of Science and Engineering, 5(2), 112-116.

Brod, D. (2019). On a new one parameter generalization of Pell numbers. Annales
Mathematicae Silesianae, 33(1), 66-76.

Catarino, P., & Campos, H. (2017). Incomplete k-Pell, k-Pell-Lucas and modified k-
Pell numbers. Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 46(3), 361-372.

Cerin, Z., & Gianella, G. M. (2006). Formulas for sums of squares and products of
Pell numbers. Atti Della Accademia Delle Scienze Di Torino. Classe Di Scienze
Fisiche Matematiche E Naturali, 140, 113-122.

Celik, S., Durukan, 1., & Ozkan, E. (2021). New recurrences on Pell numbers, Pell-
Lucas numbers, Jacobsthal numbers, and Jacobsthal-Lucas numbers. Chaos,
Solitons & Fractals, 150, 111173.

Dasdemir, A. (2016). Generalizations of modified Pell and Pell-Lucas sequences and
their generating matrices and some sums. Erzincan University Journal of
Science and Technology, 9(3), 178-184.

Gokbas, H .(2023). Gaussian-bihyperbolic numbers containing Pell and Pell-Lucas
numbers. Journal of Advanced Research in Natural and Applied Sciences, 9(1),
183-189.

Gokbas, H. (2022). Dual-Gaussian Pell and Pell-Lucas numbers. Cumhuriyet Science
Journal, 43(4), 665-671.

Halici, S., & Dasdemir, A. (2010). Pell, Pell-Lucas ve modified Pell dizileri arasinda
bazi iligkiler. Sakarya University Journal of Science, 14 (2) , 141-145.

Haliey, S., & Oz, S. (2016). On Some Gaussian Pell and Pell-Lucas numbers. Ordu
Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 6(1), 8-18.

Karaaslan, N.(2019). A note on modified Pell polynomials. Aksaray University
Journal of Science and Engineering, 3(1), 1-7.

Koshy, T. (2014). Pell and Pell — Lucas Numbers with applications. New
York:Springer.

Koken, F. (2019). The properties of the altered Pell and Pell Lucas sequences . Journal
of the Institute of Science and Technology, 9(3), 1646-1656.

70



Koken, F. (2020). Special Pell and Pell Lucas matrices of order 3x3 . Diizce
Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 8(1), 827-838.

Melham, R. (1999). Sums involving Fibonacci and Pell numbers. Portugaliae
Mathematica, 56(3), 309-318.

Menken, H. & Diskaya, O. (2019). On the quadra Fibona-Pell and hexa Fibona-Pell-
Jacobsthal sequences. Mathematical Sciences and Applications E-Notes, 7 (2),
149-160.

Menken, H., & Diskaya, O. (2019). On the Quadra Fibona-Pell and Hexa Fibona-Pell-
Jacobsthal Sequences. Mathematical Sciences and Applications E-Notes, 7(2),
149-160.

Ozkan, E., & Uysal, M. (2022). d-Gaussian Pell-Lucas polynomials and their matrix
representations. Turkish Journal of Mathematics and Computer Science, 14(2),
262-270.

Ozkog, A. & Giindiiz, E. (2022). Binomial transform for quadra Fibona-Pell sequence
and quadra Fibona-Pell quaternion. Universal Journal of Mathematics and
Applications, 5 (4), 145-155.

Panwar, Y. (2022). Identities of generalized Pell and Pell-Lucas sequences. Naturengs,
3(2), 46-55.

Szynal-Liana, A., Wloch, 1., & Liana, M. (2022). On certain bihypernomials related to
Pell and Pell-Lucas numbers. Communications Faculty of Sciences University
of Ankara Series A1 Mathematics and Statistics, 71(2), 422-433.

Tokeser, U., Mert, T., Unal, Z., & Bilgici, G. (2021). On Pell and Pell-Lucas
generalized octonions, Turkish Journal of Mathematics and Computer Science,
13(2), 226-233.

Torunbalct Aydin, F. (2018). On bicomplex Pell and Pell-Lucas numbers.
Communications in Advanced Mathematical Sciences, 1(2), 142-155.

71





