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DOKTORA TEZI
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KASTAMONU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATi.Kv ANA BiLjM DALI
DANISMAN: DR. OGR. UYESi ZAFER UNAL

Bu tezde, ii¢ parametreye bagli olarak kuaterniyon cebirinin genel bir formu verilmistir. Tez
alt1 boliimden olusmaktadir.

Ik boliim giris icin ayrilmistir. Bu boliimde kisa bir literatiir taramas1 yapilmis, ¢alismanin
amaci ve kaynaklarin 6zeti sunulmustur.

Ikinci boliimde, tez boyunca gerekli temel tamim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyon (3-PGK) lar tanimlanmus, cebiri
olusturulmus, 3-PGK larin 6zellikleri ve 3-PGK lar iizerindeki temel islemler verilmistir.
Dordiincii boliimde, 3-PGK lar matrislerle temsil edilmis ve 3-PGK lar i¢in Hamilton
operatorleri tanimlanmistir. Ayrica Hamilton matrislerinin determinant, 6zdeger, 6zvektor,
karakteristik polinom ve karakteristik denklem gibi 6zellikleri verilmistir.

Besinci boliimde hem 3-PGK lar hem de 3-PGK larin matrisleri i¢in kutupsal gésterimi, De
Moivre ve Euler formiilleri elde edilmistir. Bu boéliimde 3-PGK lar ile iliskili matrislerin
kuvvetleri arasindaki iliski verilmistir.

Son bolimde 3-PGK lar igin Lie grubu ve Lie cebiri incelenmis ve matris gosterimleri elde
edilmistir. Ayrica 3-PGK lar i¢in Lie ¢arpimui ve Killing-bilineer formu verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kuaterniyon, 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyon,
Lie grubu, Lie cebiri, Euler formiilii, De Moivre formiilii, kuaterniyonlarin matris
gosterimi
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In this thesis, a general form of quaternion algebra is given depending on three parameters.
The thesis consists of six chapters.

The first part is reserved for introduction. In this section, a brief literature review has been
made, the purpose of the study and the summary of the references are presented.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems required throughout the thesis
have been given.

In the third chapter, 3- parameters generalized quaternions (3-PGQs) are defined, its algebra
has been formed, the properties of 3-PGQs and the basic operations over 3-PGQs have been
given.

In the fourth chapter, 3-PGQs have been represented with matrices and Hamilton operators
for 3PGQs have been defined. In addition, the properties of Hamilton matrices such as
determinant, eigenvalue, eigenvector, characteristic polynomial and characteristic equation
have been given.

In the fifth chapter, the polar representation, De Moivre and Euler formulas for both 3-PGQs
and the matrices of 3-PGQs have been obtained. In this section the relationship among the
powers of the matrices associated with 3-PGQs has been given.

In the last chapter, Lie group and Lie algebra for 3-PGQs have been examined and the matrix
representations have been obtained. Also Lie product and Killing-bilinear form for 3PGQs
have been given.

KEYWORDS: Quaternion, 3-parameter generalized quaternion, Lie group, Lie
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

K : 3-PGK larim kiimesi

Im(K) : 3-PGV lerin kiimesi

Sy . p 3-PGK unun skaler kismi1

v, . p 3-PGK unun vektdrel kismi1

N, : p 3-PGK unun normu

7 : p 3-PGK unun eslenigi

X : 3-PGK lar tizerindeki kuaterniyon ¢arpimi

A : 3-PGK lar tizerindeki vektorel carpim

f : 3-PGK lar tizerindeki skaler ¢arpimi

M4 (R) : 4x4 tipindeki reel matrislerin uzayi

Cekg . ¢ lineer doniisiimiiniin ¢ekirdegi

Sk : 3-PGBK larin kiimesi

SZK : 3-PGBYV lerin kiimesi

Tsk(e) : Sg nin e = 1 noktasindaki tanjant uzay1

X(Sg) : Sk Lie grubu tizerindeki vektor alanlarinin climlesi
Xi (Sg) : Sk Lie grubunun sol invaryant vektor alanlari ctimlesi
K : Sk Lie grubunun Killing bilineer formu

[,] : 3-PGK lar i¢in Bracket Operatorii

Ad, : p 3-PGBK i¢in Ts, (e) de taniml1 adjoint doniigtimii
L, . p 3-PGK i¢in K nin sol 6telemesi (sol ¢arpimi)

Ly, . L, sol garpiminin diferensiyeli

-lfl : 3-PGK lar i¢cin Hamilton sag operatorii

h : 3-PGK lar i¢in Hamilton sol operatorii

I-; : 3-PGK lar i¢cin Hamilton sag matrisi

H : 3-PGK lar i¢in Hamilton sol matrisi

M : 3-PGK lar i¢in Hamilton sag matrisi

N : 3-PGK lar i¢in Hamilton sol matrisi

Kisaltmalar

2-PGK : 2-parametreli genellestirilmis kuaterniyon

3-PGK . 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyon
3-PGPK : 3-parametreli genellestirilmis piir kuaterniyon
3-PGV : 3-parametreli genellestirilmis vektor

3-PGBK : 3-parametreli genellestirilmis birim kuaterniyon
3-PGBPK : 3-parametreli genellestirilmis birim piir kuaterniyon
3-PGBV : 3-parametreli genellestirilmis birim vektor



1. GIRIS

Karmagik sayilar
C={z=z+iy|i®=-1, 5,y eR}

seklinde tanimlanmustir. Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton (1805-
1865), 1830 yilindan itibaren karmasik sayilar lizerinde ¢alismalarina baglamigtir. Da-
ha sonra bu sayilar1 genellestirmek istedi ve once bu sayilart iki sanal ve bir reel
sayinin birlesimi olacak sekilde iicliiler ile ifade etmeye c¢alisti. Yani baglangigta kar-
magik sayilar1 3-boyutlu uzaya genisletmeyi timit etmistir. Karmasik sayilar diizlemde
bir nokta gosterdigi icin, karmagik sayilarin genellestirmesinin uzayda bir vektore
karsilik gelecegini tahmin ediyordu. Ancak bu iicliilerle toplama ve c¢ikarma yapa-
bilirken ¢arpma ve bolme islemlerini yapamayip lizerinde norm da tanimlayamada.
Yillarca diisliniip arastirmalar yaptiktan sonra 16 Ekim 1843 tarihinde bugiin "Hamil-
ton Kopriisii” olarak da anilan Brougham Kopriisii’ nden esiyle birlikte gecerken aklina

bir fikir geldi ve oradaki bir tasa formiilii yazdi. Boylelikle reel kuaterniyonlar
H = {a—l—bel +cey+des | abc,d R, e =e3 =e5 = —1, ejeges = —1}

seklinde tanimlanmis oldu (Hamilton, 1843). Hamilton bundan sonraki zamanlarinda
kuaterniyonlar iizerine olan ¢aligmalarimi tamamladi (Hamilton, 1843, 1844, 1848,

1853, 1866).

Oklid uzayinda vektorii, vektore bolemezken kuaterniyonlar sayesinde iki vektdr igin
bolme igleminin de miimkiin olabilecegi goriilmiistiir. Bu sebeple kuaterniyonlarin
kesfi modern cebirdeki en onemli aragtirmalardan biridir. Hamilton hayatinin geri ka-
lan kisminda kuaterniyonlar ile ilgili 6nemli calismalar yapmistir. Kuaterniyonlara dair
tiim ozellikler, cebirsel ve geometrik gosterimler Ward (1997) tarafindan yeniden der-

lenip diizenlenmistir.

Reel kuaterniyonlarin tanimlanmasinin ardindan, Cockle (1849) literadiirde boliinmiis

kuaterniyon, para-kuaterniyon, ko-kuaterniyon, pseudo-kuaterniyon olarak da bilinen

1



split-kuaterniyonlar1
H = {a+b€1+062+d63 | a,b,c,d €ER, —el=e€3=¢e5=1, ereses = 1}

seklinde tanimladi. Cockle bu sayede kuaterniyonlara yepyeni bir boyut kazandird.
Karmagik katsayili kuaterniyonlara bi-kuaterniyon denir. Bi-kuaterniyonlar da Hamil-

ton (1853) tarafindan asagidaki gibi tanimlandi:

He = {a+bey + ces +dez | a,b,c,d € C, e] = €3 = €5 = —1, ejesez = —1}

Daha sonra Clifford (1873) bi-kuaterniyonlar iizerinde ¢alismalar yapti. Halberstam
ve Ingram (1967) yazdiklar: bir kitapta Hamilton’un yukarida bahsedilen tiim ¢aligma-
larin1 yayinladi. Genellestirilmis kuaterniyonlar Dickson (1924) tarafindan iki para-

metre ile agsagidaki gibi tamimlandi:

Hy, = {a+bey + ces +des | a,b,e,d, A, p € R,ef = =\, €5 = —p, €3 = =\,
erege3 = —A\u}

Griffiths (1928) de bundan dort yil sonra genellestirilmis kuaterniyonlar iizerine bir
makale yazdi. Pottman ve Wallner (2000) yazdiklar kitapta genellestirilmis kuater-
niyonlara yer verdi. Literatiirde genellestirilmis kuaterniyonlar olarak bilinen bu ku-
aterniyonlardan, tez calismas1 boyunca “2-parametreli genellestirilmis kuaterniyon (2-
PGK) lar” seklinde soz edecegiz. 2-PGK lar kiimesinde, eger A = p = 1 alinirsa
Hamilton’un tanimladig1 reel kuaterniyonlar elde edilir. Eger A\ = —p = 1 alinirsa
Cockle tarafindan tanimlanan split-kuaterniyonlar elde edilir. Ayrica Rosenfeld (1997)
in tanimlamig oldugu yari-kuaterniyonlar, split-yar1 kuaterniyonlar ve 1/4-kuaterni-

yonlar 2-PGK lardaki A ve 1 degerlerine gore asagidaki gibi elde edilmektedir.
A =1, p = 0 i¢in yari-kuaterniyonlar

HOZ{a+b61+C€2+d€3 | mb,c,d,GR,e%:—1,6%:€§:Oa

€169 = —eg€) = €3, 263 = €3y = 0, €3] = —eje3 = €2},

A = —1, u = 01ig¢in split - yar1 kuaterniyonlar

2



H = {a+be; + cey +des | a,b,c,d, € R, e2 = 1,2 = 2 =0,

e16g = —€g€ = €3, 6263 = e3¢y = 0, €36) = —e163 = —€}
ve A = u = 0 degerleri i¢in 1/4-kuaterniyonlar agsagidaki gibi bulunur:

HOOZ{a+b€1+CGQ+de3|a,bjc7d7€R7€%:e%:€§:07

€1€9 = —€9€1] = €3,€9€3 = €3€9 = €3€1 — €1€3 = 0} .

Hamilton’un yaklagik iki asir once yaptig1 kesfin etkilerini bugiin fizikten bilgisayar

grafiklerine kadar bir¢ok alanda gérmek miimkiindiir.

1.1 Kaynak Ozetleri

Giris kisminda genel bir literatiir taramasindan bahsedilmis olup Hamilton’un “Re-
searches respecting quaternions (1843)”, “On a new species of Imaginary quantities
connected with the theory of quaternions (1844)”, “Researches respecting quaterni-
ons (1848)”, “Lectures on Quaternions (1853)”, “On the geometrical interpretation of
some results obtained by calculation with biquaternions (1853)”, “Elements of Quater-
nions (1866)” adl1 kitaplar1 ile Cockle’in “On Systems of algebra involving more than
one imaginary; and on equations of the fifth degree (1849)”, Clifford’in “Preliminary
sketch of biquaternions (1873)”, Halberstam ve Ingram’in “The mathmetical Papers of
Sir William Rowan Hamilton (1967)” Pottmann ve Wallner’in “Computational Line
Geometry (2000)”, Ward’1n, “Quaternions and Cayley Numbers Algebra and Appli-
cations (1997)”, Rosenfeld’in “Geometry of Lie Groups (1997)” isimli kitaplarindan,
Dickson’in “On the Theory of Numbers and Generalized Quaternions (1924)” ve Grif-
fiths’in “Generalized Quaternion Algebras and the Theory of Numbers (1928)” baslikli

makalelerinden faydanilmsgtir.

Ikinci béliim olan temel tanim ve teoremler kisminda Hacisalihoglu’nun “Yiiksek Di-
ferensiyel Geometriye Girig (1980)” ve “Lineer Cebir I (1998)” kitaplarindan, Bay-
raktar’in, “Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi (1988)”, O’Neill’in, “Semi Riemannian Ge-
ometry with Applications to Relativity (1983)” ve Rosenfeld’in “Geometry of Lie Gro-

ups (1997)” isimli kitaplarindan yararlanilmagtir.

3



Uciincii boliimde 3-PGK lar tanimlanip, yeni teoremler ve sonuglar bulunurken giris
kisminda bulunan, literatiir taramasi i¢in incelenen tiim kaynaklardan esinlenilmistir.
Bu caligmalarin tiimiinden yola ¢ikarak, hepsi birlestirilip 3-PGK larin 6zellikleri veril-

mistir.

Dordiincii boliimde Hamilton operatorleri ve Hamilton matrisleri elde edilmistir. Bu-
rada Agrawal’in “Hamilton operators and dual-number quaternions in spatial kine-
matics (1987)”, Jafari ve Yayli’nin “Hamilton operators and generalized quaternions
(2010)”, Jafari, Meral ve Yayli’nin, “Matrix representation of dual quaternions (2013)”
baglikli makaleleri ile Kula’nin “Boliinmiis Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulama-

lar1 (2003)” doktora tezinden esinlenilmistir.

Besinci boliimde De Moivre, Euler formiilleri ile kutupsal gosterim gibi calismalarda
Cho’nun “De Moivre Formula for Quaternions (1998)”, Ozdemir’in “The roots of a
Split Quaternion (2009)”, Kabaday1 ve Yayli'nin “De Moivre’s Formula for Dual Qu-
aternions (2011)”, Mamagani ve Jafari’nin “On Properties of Generalized Quaterni-
ons Algebra (2013)” baglikli makalelerinden ve Meral’in “Kuaterniyonlara ait matris-
ler icin De Moivre ve Euler Formiilleri (2009)” adl yiiksek lisans tez caligmasindan

esinlenilmistir.

Son boliimde Lie grubu, Lie cebiri, Bracket operat6rii vb. konular iizerinde yeni sonug-
lar bulunurken de Karger ve Novak’in “Space kinematics and Lie groups (1985)”
kitabindan, Jafari ve Yayli’'nin “Generalized Quaternions and Their Algebraic Pro-
perties (2015)” bashkli makaleleri ile birlikte Olmez’in “Genellestirilmis Kuaterni-
yonlar ve Uygulamalar1 (2006)” yiiksek lisans tezinden esinlenilerek tez caligmasi

tamamlanmustir.
1.2 Cahsmanmin Amaci
Kuaterniyonlar teorisi her gecen yil gelistirilmis, dual kuaterniyonlar, split kuaterni-

yonlar, yari-kuaterniyonlar gibi bir cok cesidi tiiretilmis ve bunlarla ilgili de bircok

calisma bilim insanlarinca yapilmistir. Bugiin fizik ve bilgisayar bilimleri gibi bir ¢ok



alanda yaygin olarak kullanilan kuaterniyonlar teorisi lisans ve lisansiistii diizeyde
tilkemizde bir ¢ok iiniversite tarafindan ders olarak okutulmakta ve ayn1 zamanda {ini-

versitelerimizde bu konu iizerinde ¢alisan ¢ok sayida matematik¢i bulunmaktadir.

Bu tezde, 19. ylizyilin ortalarindan itibaren merak ve ilgi konusu olan kuaterniyonlarin
genel bir durumu ¢alisilmigtir. Bugiine kadar calisilmis olan kuaterniyon cebirleri ve
daha fazlas1 yeni tanim, teorem ve sonuglarla sunulmustur. Giris kisminda s6zii gecen
genellestirmenin ¢ok daha oOtesine gecerek adina “3-parametreli genellestirilmis ku-
aterniyon (3-PGK) lar ” denilecek olan, kuaterniyonlar cebirinin daha genel hali veril-
migtir. 3-PGK larin 6nce cebiri olusturulmugstur. Tanimlar, ¢carpim tablosu ve diger
ozellikler verilmis, bunlara bagli yeni sonuglar elde edilmistir. 3-PGK lar i¢in mat-
ris temsilleri ve Hamilton operatorleri elde edilmistir. Matrisler yardimiyla 3-PGK lar
icin norm, karakteristik denklem karakteristik polinom 6zdeger 6zvektor gibi calig-
malar yapilmistir. Ayrica kutupsal gosterim, De Moivre formiilleri ve Euler formiille-
rini incelenmis olup bunlarin da matris gosterimleri ile 3-PGK larda matrislerin kutup-
sal form yardimiyla kuvvetleri arasindaki iligki verilmistir. Son olarak Lie grubu, Lie

cebiri ve bracket ¢arpimi, Killing bilineer form da 3-PGK lar i¢in ¢aligiimistir.

Bu calismanin, daha yiiksek boyutlu hiper-karmagik sayilar lizerinde yeni ¢aligsmalar

yapilabilmesi icin esin kaynagi olusturacagi diisiiniilmektedir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1

(H,T,Ll) bir halka olsun. H nin T iglemine gore etkisiz elemanina halkanin sifiri
denir. Sifirdan farkli z,y elemanlar1 icin z Ly = 0 oluyorsa z, y elemanlarina birer
sifir bolen denir. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi ad1 verilir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.2

(F, T, L) degismeli bir halka ve T iglemine gore birim eleman 0 olsun. (H — {0}, L)
cebirsel ikili yapisi bir grup olusturuyorsa F ye bir cisimdir denir (Hacisalihoglu,

1998).

Tanim 2.3

(V, @) bir abel grubu ve (F, +, -) da cisim olmak iizere

O FxV — V

(c,a) —» cOa«

fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahip ise (V,®,®) ye F cismi iizerinde bir vektor

uzay1 denir.

(i) Hervy,vs € Vveherce€ Ficinc® (v1 vg) =cO vy c® vy
(ii) Herv € V veherci,co € Figin (¢1 P ) Qv =c1 Q0B ca O v
(iii) Her v € V ve her ¢y, ¢y € Figin (¢102) ©v =1 @ (ca @ v)

(iv)Herv € Vicin, 1r ©v = v.

V' vektor uzayi {V, @, F, +, -, ©} altlisi ile ifade edebiliriz (Hacisalihoglu, 1998).



Tanim 2.4

V # (), F cisim olmak iizere {V, ®, F, +, -, ®} altilis1 vektor uzayi olsun.

R:VxV — V
(r,y) — =@y

islemi i¢in asagidaki asagidaki 6zellikleri saglaniyorsa V' bir cebirdir:

(i) Hera,b,c € Vigin, (a®b)®@c=a® (b®c)
(ii) Hera,b,c € Vigin,a® (b+¢) =a®@b+a®c
(i) Herk € Fvea,be Vigink® (a®b) =(k0a)®@b=a® (k©b)

Bu cebir {V, &, F,+, -, ®, ®} yedilisi ile gosterilebilir. Eger ® islemi birim elemana

sahipse V' birimli cebir, degisme 6zelligine sahipse degismeli cebir, her ikisine birden

sahipse birimli ve degismeli cebirdir denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.5

(G,®) ve (G', ®) iki grup olmak iizere

f:G=aG

bir fonksiyon olsun. Eger G deki her a, b elemani i¢in

fla®b) = fla)® f(b)

ise o zaman [ fonksiyonuna grup homomorfizmasi denir. f homomorfizmasi eger bi-

rebir ise f ye monomorfizma, Orten ise epimorfizma, birebir ve Orten ise izomorfizma
. o / . . . .

denir. Eger G = (G seklinde ise, f bir homomorfizma ise o zaman f ye endomorfizma,

f bir izomorfizma ise o zaman f ye otomorfizma denir.

Eger her a,b € GG igin



fla®b) = f(b) @ f(a)

oluyorsa o zaman f ye anti-homomorfizma denir (Bayraktar, 1988).



3. 3-PARAMETRELI GENELLESTIRILMIS KUATERNIYONLAR

Reel kuaterniyonlar Hamilton (1843) tarafindan, Split-kuaterniyonlar Cockle (1849)
tarafindan ve 2-PGK lar ise Dickson (1924) tarafindan tanimlanmistir. Bu boliimde
bu ii¢ bilim insaninin calismalarindan esinlenerek kuaterniyonlara ayri bir boyut ka-
zandirip li¢ parametre ile genellestirecegiz. Daha sonra cebirini olusturup 6zelliklerini

verecegiz.

3.1 3-Parametreli Genellestirilmis Kuaterniyonlar

Tanim 3.1.1

_ 2 _
K = {ao + ar1e1 + ages + ases | ap, a1, a2, a3, A1, Ao, A3 € R, €7 = =\ )\,

e% = —/\1)\37 6% = —>\2)\3, €1€62€3 — _>\1)\2)\3}'

kiimesinin her bir p = ay+aie; 4+ ases + ases elemanina 3-parametreli genellestirilmis
kuaterniyon (3-PGK) denir. Burada ag, a1, as, as reel sayilarina p nin bilesenleri denir.

3-PGK larin 1, ey, e5, e3 baz vektorleri asagidaki ¢carpim tablosunu saglar:

Tablo 3.1 3-PGK carpim tablosu

1 €1 €9 €3
1 1 €1 €9 €3
erler —AAg e —Ageg

e |2 —Aieg —AiA3 Azeq

€3] ¢€3 Ag€a  —Azer —Aa\3

Bu carpim tablosuna gore 1, ey, es, e3 elemanlar1 3-PGK larin kiimesi K y1 gerer. Yani
K = Sp{1,e1,e,e3} dir. Ayrica Tablo 3.1, bilinen tiim kuaterniyonlar1 genellestiren
bir carpim tablosudur. Buna gore baz1 6zel durum incelemelerini asagidaki gibi yapa-

biliriz.



(1) Eger Ay =1, Ay = A\, A3 = pise 2-PGK larin cebiri elde edilir (Dickson, 1924):

Tablo 3.2 2-PGK carpim tablosu

1 €1 €9 €3
1 1 €1 €9 €3
epler =X es —Aeg
€z | 2 —e3 —H pey
e3 | €3 Aea —per —Au

(i) Eger \; =1, \y =1, A3 = —1 degerlerini alirsak, bu da bize split-kuaterniyon-
larin cebirini elde ederiz (Cockle, 1853):

Tablo 3.3 Split-kuaterniyon ¢arpim tablosu

€1 | €1 —1 €3 —€2
€o | €9 —€3 1 —€1

€3 | €3 €y €1 1

(iii) A\ =1, Ay =1, A3 = 1 olsun. Bu durumda Hamilton kuaterniyonlarin cebirini

olusturmus oluruz (Hamilton, 1843):

Tablo 3.4 Kuaterniyon Carpim Tablosu

€1 | €1 —1 €3 —€9
ey | eg —e3 —1 el
€3 | €3 €y —€1 -1
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(iv) Ay =1, XAy =1, A3 = 0 alindiginda yari-kuaterniyonlarin cebiri elde edilir:

Tablo 3.5 Yari-kuaterniyon ¢arpim tablosu

1 er es es
1] 1 e1 € es
e1|ler —1 e3 —ey
ey | es —esz 0 0
es | es es 0 0
(v) A\ =1, Ay = —1, A3 = 0 alindiinda split yari-kuaterniyonlarin cebiri bulunur:

Tablo 3.6 Split yari-kuaterniyon ¢arpim tablosu

1 €1 €9 €3
1 1 €1 €9 €3
€1 | €e1 1 €3 €9
€o | €9 —€3 0 0
€3 | €3 —€9 0 0

(vi) Ay =1, Ay =0, A3 = 0 alindifinda 1/4-kuaterniyonlarin cebiri elde edilir:

Tablo 3.7 1/4 kuaterniyon ¢arpim tablosu

1 e ey e3
1|1 e ey e3
e1 | er 0 e3 O
ex e —es 0 0
es | e3 0O 0 O

(Rosenfeld, 1997). Elbette ki Ajcq12,33 degerlerine gore ¢ok daha 6zel kuaterniyon

tiirlerini elde etmek miimkiindiir.
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Herhangi bir 3-PGK olan p = ag + aie; + ases 4 ases, skaler ve vektorel kistm olmak

tizere iki kistmdan olusur:

p:Sp‘i_VZD

Burada

S, = a ve V, = be; + ces + des seklindedir.

Tanim 3.1.2

p herhangi bir 3-PGK olsun. Eger S, = 0 ise p ye 3-parametreli genellestirilmis piir-
kuaterniyon (3-PGPK) veya 3-parametreli genellestirilmis vektor (3-PGV) denir. Tiim

3-PGYV lerin kiimesini Im(K) ile sembolize edersek

Im (K) = {a1e1 + ases + ases | a1, az, a3 € R}

seklinde yazabiliriz.

3.2 3-PGK lar Uzerinde Temel islemler

Esitlik: p ve q herhangi iki 3-PGK ve p = ag + aieq + ases + ages ve ¢ = by + bieq +
baes + bses olsun. O halde,

p:q@(li:bi,i:071,2,3

seklindedir.

Toplama: p ve q herhangi iki 3-PGK ve p = ag + aie; + ases + azes ve
q = by + biey + baes + bses olsun. p ve ¢ nun toplami asagidaki sekilde hesaplanir:

p‘i‘q:Sp‘i‘Sq""vp—i_Vq

= a0+b0 + (Cll +b1) e + (a2+b2) € + (Clg—l-bg) €3.
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Sonug¢ 3.2.1

(K, +) bir abel grubudur.

Ispat

p, q ve r herhangi li¢ 3-PGK ve p = ag+aie1 +ases+ases, ¢ = by +bre1 +baes +bses

ve r = ¢y + c1e1 + Caes + c3es olsun.

(1) +:K x K — K oldugundan, toplama isleminin kapalilik 6zelligi mevcuttur.

() p+(g+7r) = ap+arer + azes + ages
+[(bg + co) + (b1 + ¢1) e1 + (b2 + ¢2) €2 + (b3 + c3) €3]
= (ag+ (bo + co)) + (a1 + (b1 + c1)) &1
+ (az + (ba + c2)) e2 + (a3 + (bs + ¢3)) e3
= ((ao+bo) + co) + ((a1 +b1) + 1) ey
+ ((ag + by) + ca) €2 + ((az + bs) +c3) e3
= [(ap+ bo) + (a1 + b1) e1 + (ag + by) es + (as + b3) €3]
+co + c1e1 + 262 + C3€3

= (p+a)+r

olup birlesme 6zelligi vardir.

(iii)) p+ 0 = 0+ p = p olacak sekilde 0 = 0 + Oe; + Oey + Oez elemani toplama

islemine gore birim elemandir.

(iv) p+ (—p) = (—p) + p = 0 olacak sekilde —p = —ag — aje; — azes — ases

elemani p nin toplama islemine gore ters elemanidir.

(v) p+ q = q+ polup toplama isleminin K iizerinde degisme 6zelligi vardir.
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Skaler ile carpim: o bir reel say1 ve p = ag + aie; + ases + azes 3-PGK olsun.

O:RxK — K

(a,p) — a®p=:ap=aay+ aae; + aazes + aazes

islemine skaler ile ¢carpim veya dis islem denir.

(K, +) abel grubu ® dis iglemi ile R iizerinde 4-boyutlu bir vektor uzayi olur:
(i) Her oy, a0 € RveVp € Kigin (o + ) p = aqp + anp,

(ii)) Herao € Rve Vp,q € Kigina (p+ q) = ap + agq,

(iii) Her o, § € R ve Vp € Kigin (af) p = a (Bp) ,

(iv) Her p € Ki¢in 1.p = p dir.

Carpma: p = ag + a1e1 + aseq + azes ve ¢ = by + biey + beesy + bzes iki 3-PGK un

carpimi

x :KxK — K

(p.q) — pXxXqg=pq

olmak iizere p ve ¢, Tablo 3.1 e gore carpilir ise

pq = (ag + are1 + azes + azes) (bg + breg + baey + bses)
= (apby — M Aga1by — A\ Azashs — Ao Azasbs)
+ e1 (agby + boay + A3 (azbs — agby)) (3.2.1)
+ e (apbs + boas + Ao (agby — aibs))

+ e3 (aghs + agby + A1 (a1bs — ashy))

seklinde elde edilir. Bu ¢carpimi agagidaki gibi ifade edebiliriz:

pq = (ag + areq + ages + ases) (b + breg + baes + bses)
= (Sp +V5) (Sq + Vo)
= 5pSy + SV + SV, + V,V,
= 5pSq = f (Vo, Vo) + 5,V + 54V + VoAVy,
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burada

f:Im(K) xIm(K) — R
Vo, Vo) = f(Vy, V) = A Aeaiby + A Azagbs + Ao Asashs

ve

A Im (K) xIm (K) — Im (K)
Az€1 Ag€a  Ajes
(Vo Vo) = ViAVa=| a1 ay a3
by by bs
= A3 (agbs — azbz) €1

+Ag (a3by — arbs) ex + A1 (a1by — ashy) es.
seklindedir.
p ="V, =aie; + azses + azez ve ¢ = V, = bie; + baes + bzes
olmak iizere iki 3-PGV iin ¢arpimi

X : Im(K) xIm (K) — K
Vo Vo) = Vo x Vg =2V = =f (Vi Vo) + VoAV

seklinde bulunur. Burada iki 6zel durumdan sz edebiliriz:

(i) V,ile V, birbirine dik ise, V,,V, = V,AV,,
(ii) V, ile V, birbirine paralel ise, V,,V, = —f (V},, V) dir.
Genel olarak ¢arpma islemi degismeli degildir. Yani pq # ¢p dir.

Teorem 3.2.2

p, q, 7 3-PGPK olsun. Asagidaki esitlikler gecerlidir:
@ pA(ghr) = f(pr)a—fp,q)r,
(i) (pAg) Ar = f(p,r)q—f(g,T)p.
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Ispat

(1) p = ap+are; +agex+ases, ¢ = by+bieg +baeg +bses, r = co+cre1 +caea +c3e3

olsun.

PA (gAT) = pA[Ag (agbs — asbs) €1 + Ao (asby — a1bs) ea + A1 (a1by — asby) es)

= ey [ag (bica — bac1) MiAs + ag (bics — bzcr) AaAsg]
+ €9 [(11 (bQCl - bng) )\1)\2 + as (bgCg - bgCQ) /\2)\3]

+ e3 [Cll (bgCl — bng) )\1)\2 + as (b3C2 — b2C3) )\1)\3]
seklinde elde edilirken diger yandan

f.r)a—f(p,a)r = (MAearcr + MAsazcs + AoAsascs) g

— (A Agarby + A Agaghy + AsAgasbs)r

= e1 (M Aaaibicg + A Azazbica + AaAsasbics
€o (A1 A2a1bac1 + A1 Aza2baco + AoAsazbocs
e

3 (A A2a1b3c1 + A1 Azasbsca + AaAgasbscs

+
+
— €9 )\1)\2&1b1C2 + )\1)\3@2[)202 + )\2)\3&3[)302

)
)
)
)
)
)

(
(
e1 (A Aga1b1¢1 + A Agasbacy + Aadzasbsey
(
(

€3 )\1)\2@15103 + )\1)\3&2()203 + )\2)\3&36303
= e [ag (bica — bacy) Mg + ag (bics — bser) Ao s
+ €9 [(11 (bQCl — blCQ) )\1)\2 + as (bQCg — b302) /\2)\3]

+ ez [ay (bser — bicg) A Aa + as (bsca — bacs) A ]
elde edilir. (3.2.2) ve (3.2.3) esitliklerinden istenilen elde edilir.
(i1) nin ispat1 (i) ye benzer sekilde yapilabilir.[]
Sonug 3.2.3

p, q iki 3-PGV olsun.
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S(pq) = —f(p,q)

dur.

Ispat

P = a1e1 + ases + ages ve ¢ = bieq + baes + bses ise

S(Z’Q) = =M A2a1b; — M Agazby — A Azasbs

Sonug 3.2.4

{K, +, x } birimli halkadur.

Ispat

{K, 4} nin abel grubu oldugunu biliyoruz. Birimli halka olmast i¢in saglamasi gereken
diger ozellikleri gosterelim.

(i) Her p,q,r € Kigin (pq)r = p(gr) dir:

plar) = (Sp+ Vo) (Sgr + Var)
= SpSeSr = LS f (Va, Vi) + S f (Ve Vi) + Sp f (Vo Vo)
+{5,5:V, + 5.5,V + S5, Vi }
+{S,V,AV, — S,V.AV, + S, V,AV,}
—f (V. Vi) Vo £ VRA (VeAV) = £ (Vy, VoAV,
(Pa)r = (Spg+ Vig) (S +V2)
= 5SS = {8 f(Vi, Vo) + Sqf (Ve, Vi) + Spf (Ve Vi) }
+{S,5, V. + 5.5,V + 5,5V, }
+{S, VoAV, + S, VAV, + S VAV, }
—f (Vo V) Vi + (VuAVg) AV, — f (VoA Vi)
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bulunur. (pg)r = p(qr) oldugunu géstermek igin;

—f Vs Vi) Vo + VoA (VeAV) = —f (Vy, V) Vi + (Vo AV) AV (3.2.4)

esitligini gostermeliyiz. Teorem 3.2.2 (i) den,

VoA (VeAV:) = f (Vo, Vi) Vg = f (Vi V) Vi

yazilabilir. Bu esitligi (3.2.4) esitliginin sol tarafinda yerine yazarsak,

bulunur. Teorem 3.2.2 (i) yeniden kullanilarak

(VoAVg) AV = f (Vp, Vi) Vg = [ (Vo Vi)V

bulunur ve bunu da (3.2.4) denkleminin sag tarafinda yerine yazarsak,

—F UV Vit £ (Vo Vi) Vi = F (Vi VY, (3.2.6)

olarak elde edilir. (3.2.5) ve (3.2.6) dan istenen elde edilir. Birlesme 6zelligi vardir.

(i1) Herp,q,r € Kigin

plg+r) = (Sp+Vp)(Sq+ 5 +Vy+V;)

= S8+ 5,5+ S, (Vo + Vo) +S,V, + SV, + V,V, + V,V,

= Squ + Spv}z + qup —f (va Vq) + V;J/_\Vq

48,9, + S,V + SV, — f (V,, V) + V,AV,

= pg+pr
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olup, toplamaya gore carpmanin soldan dagilma ozelligi vardir. Benzer gsekilde
(p+ q)r = pr+ qr oldugu da gosterilebilir. Buna gore X islemi + iizerine sagdan ve

soldan dagilmalidir.

(iii)) Her p € Ki¢in p.1 = 1.p = p olacak sekilde 1 = 1 4 Oey + Oey + Oeg, X islemine

gore K nin birim elemanidir.

Sonug 3.2.5

Her p, ¢ € K igin pg = gp olmadigindan {K, +, x } bir degismeli halka degildir.

{K, +, x }, bir tamlik bolgesi degildir.

{K, 4+, x }, bir cisim degildir.

{K,+,R, +,-,®, x } yedilisi degigmeli olmayan bir cebirdir. Bu cebire 3-PGK cebiri

denir.

Tanim 3.2.6

p herhangi bir 3-PGK olsun. p nin eglenigi

C:K - K
p = Clp)=p=5%-V,

seklinde tanimlanir. p = ag + aie1 + agses + ases ise, p = ag — a1e; — ases — ages dir.

Teorem 3.2.7

(i) Her p, ¢ 3-PGK lar1 ve her ¢y, ¢, reel sayilari i¢in c1p + coq = ¢1p + €2,
(i) Her p, ¢ 3-PGK lar1 i¢in pq = ¢p,
(iii) Her p 3-PGK u i¢in p = p dir.

Ispat

P = ag + arey + ases + ages, ¢ = by + biey + baes + bzes ve ¢, co € R olsun.
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(i) cap+cq = clag+ arer + azes + ases) + co (bo + brer + boes + bses)
= (crao + caby) — (c1a1 + c2by) €1 — (cras + cabs) €2
— (c1a3 + cab3) €3
= ¢ (ap — are1 — ases — ageg) + ¢ (bg — breg — baes — byes)

= ap+a&q

(i) Pq = (aghbo — AMiA2a1b1 — A\ A3asby — AgAzashs)
—eq (aghy + boar + A3 (agbs — azbs))
—eg (aghy + boag + A2 (agby — a1bs))
—es (agbs + asbg + A1 (a1bs — aghy))
= (bgp — breg — baes — bges) (ag — are; — ages — ages)

= qp

(1) P =ag— are; — azes — azes = ag + a1e1 + ases + ages = p. O

Teorem 3.2.8

Herhangi iki p, ¢ 3-PGV 1ii i¢in

kurali gecerlidir.

Ispat

p = aiey + ases + azes ve ¢ = bieq + baes + bges olsun.

)\361 )\262 )\163

PAG = | ar  ay  as
by bo bs
= A3 (agbs — asbs) e1 + Ao (agby — aibs) es + Ay (a1by — asby) e3
= % (ap—pg). O
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Tanim 3.2.9

N:K — R

p — N(p)=:N,=pp=pp

seklinde tanimlanan N fonksiyonuna K iizerinde norm islemi denir. p 3-PGK unun

normu

N, = pP = af + MAaai + AiAsa3 + Aodzal = 5,8, + f(V,, V)

ile hesaplanir.

Tanim 3.2.10

p € Kolsun. Eger IV, = 1 ise p ye 3-parametreli genellestirilmig birim kuaterniyon

(3-PGBK) denir. 3-PGBK larin kiimesini Sk ile temsil edip,

SK:{pEKINp=1}

seklinde ifade ederiz. Ayrica normu bire egit olan 3-parametreli genellestirilmis vekto-

re 3-parametreli genellestirilmig birim vektor (3-PGBV) denir ve bunlarin kiimesi de

Sz ={hecIm(K): N, =1}

seklinde ifade edilir.

Teorem 3.2.11

K daki her p, ¢ ve R deki her c icin asagidaki esitlikler mevcuttur.

(i) N,N, = N,,
(i) Ny = 2N,
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Ispat

(1) p=ap+aie;+ases+ases ve q = by+0bieq +byes+bses olsun. Norm tanimindan,

N,Ng = (af + MAsai + AiAsas + Aadza3) (b5 + Aidb; + AAsbs + AaAsb3)
= (apbo)® + (Mdaarbr)? + (M Azagbs)” 4+ (Ao Azazbs)’
+ Mg [(aoht)? + (a1bo)?] + Mg [(aobs)? + (asho)?]
+ A3 [(aobs)? + (azbo)?] + Mdaos [(a1be)? + (ashy)?]
+ MAZAs [(a1ds)? + (azb)?] + MA23 [(azbs)? + (azbs)’] (3.2.7)

bulunur. Ote yandan pq ¢arpiminin sonucunu (3.2.1) den biliyoruz. Buna gore pq nun

normu,

Ny = (aobo)? + (MAaarby)® + (M Azazhs)® + (AaAzazbs)?
+ At A2 [(aoh1)® + (a1bo)’] + MAs [(aobe)” + (azbo)?]
+ Xos [(aobs)® + (asho)?] + AfAads [(aibe)® + (azbi)’]
+ MAZA; [(a1bs)? + (azb)?] + MA3 [(azds)? + (azbs)’] (3.2.8)

seklinde elde edilir. (3.2.7) ve (3.2.8) in esit oldugu goriiliir.
(i) Herhangi bir p = ag + a1e1 + azes + azes € K ve herhangi bir ¢ € R alalim.

Ne, = N(cag+ carer + cazes + cases)
= (ca0)2 —f- )\1)\2 (001)2 + )\1)\3 (CCLQ)Q + /\2/\3 (CCLg)2
= (ag + )\1/\2@% + )\1)\3a§ + )\2)\3a§)

= *N(p).O
Tanim 3.2.12

[:K — R

-1

p — I(p)=p'=
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fonksiyonuna K da carpimsal ters islemi denir. p = ag + aie; + ases + azes, normu

stfirdan farkli bir 3-PGK olsun. p nin ¢arpimsal tersi

p_l o ag — a1€1 — Q€9 — a3€3

P
Np CL(2) + )\1)\26L% + /\1)\3@% + /\2/\3(1% )

Teorem 3.2.13

Sifirdan farkli herhangi p ve ¢ 3-PGK lar1 ve sifirdan farkli herhangi bir c reel sayisi

icin asagidaki esitlikler saglanir:
@ (pa) " =g,

BN
(i) (ep)” = —p"

Ispat
. - pq qp q p 1 -1
() (pg) ' =-+= = - =qp
Npq Nqu Nq Np
. -1 cp cp L
= = = — |:|
(ii) (cp) N, N, P

Bolme: q # 0 olmak iizere ¢ bir 3-PGK olsun. Bir p 3-PGK unu ¢ ile bolmek igin p
yi ¢! ile carpmak gerekir. Fakat 3-PGK ¢arpimi de8ismeli olmadiindan bu ¢arpma
islemi hem sagdan hem de soldan yapilmalidir.

ri=pg "t very=q 'p

burada 7; 3-PGK una p nin ¢ ile sagdan boliimii, 7, 3-PGK una p nin ¢ ile soldan

boliimii denir. Genellikle r # ry dir. P notasyonu kullanilamaz.
q
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Tanim 3.2.14

p =Sy, +V,veq=5,+V,3-PGK lar olmak iizere,

():KxK — R

(3.2.9)
(p.a) — (p.q) = SpSq+ f(Vp, Vy)
seklinde tanimlanan carpima, iki 3-PGK un i¢ ¢carpimi denir. Ayrica
P =ag + a1eq1 + aseq + ases ve q = b() + b1€1 + b2€2 + b3€3 olmak l'jzere,
(D, q) = aobo + M Aza1by + A\iAsazby + Ao Asasbs = S(pq)
seklindedir.
Lemma 3.2.15
K daki metrikte, her p, ¢ i¢in S(pq) = S(gp) dir.
Ispat
P = ag + aje; + aseo + ases ve ¢ = bo + bieg + boeg + baes € K lglﬂ
p(j = (ao + aiér -+ a9€9 -+ CL3€3) (bo — 1)161 — b2€2 — b3€3)
= (aobo + )\1)\261151 + )\1)\3&2172 + )\2)\3&363)

+e1 (—apby + boar + A3 (—agbs + azbs))

+e9 (—aobg + boag + )\2 (—(lgbl + albg>)

+es3 (—Clobg + Clgb() + )\1 (—a1b2 + a2b1>)
oldugundan S(pg) = (p, q) oldugu goriilmektedir. Ayrica
(a,p) = boao + M A2brar + A\ Asbaas + AoAsbsas = S (qp) (3.2.10)
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olacagindan ispatin varligi (3.2.9) ve (3.2.10) dan asikardir. [J
Teorem 3.2.16

K daki metrikte herhangi p, ¢, , s 3-PGK lar1 i¢in agagidaki 6nermeler dogrudur.

Lemma 3.2.15 ve (3.2.9) u kullanarak ispat1 yapalim.

(i) (rp,rq) = S(rprq) = S(rpgr) = S(qrrp) = N, S(qp) = N.S(pq) = N, (p,q),
(i) (pr,qr) = S(prqr) = S(prrq) = N.S(pq) = N, (p,q) ,
pqr) = S(qrp) = S(qpr) = N,.f (q,pr)

) = S(prq)

Ornek 3.2.17

p =5+ 2e; + 3es + 4deg ve ¢ = —2 — bey + 12e5 + e3 olmak lizere asagidakileri

bulunuz.

Hp+q (i)p —q (iii) 4p (iv) q (V) pq
(vi) gp (vii) pg — qp (viii) IV, (ix) g~ * (x) pg~*
(xi) ¢~ 'p (xii) pg~' — ¢~ 'p

Coziim

i) p+qg=3—3e + 1bes + ey
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(ii)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

p—q="7T+Tey —9es + 3e3

4p = 20 + 8ey + 1265 + 16e3

qg=—2+5e; —12e3 —e3

pq = (5+2e; + 3es + 4e3) (—2 — bey + 12e5 + e3)
= —10+ 10)\1)\2 — 36)\1)\3 — 4)\2)\3 + e (—29 — 45)\3)

“+e9 (54 - 22)\2) + e3 (—3 + 39)\1)
gp = (=2 —5e; + 12e5 + e3) (5 + 2e; + 3eq + 4eg)
= —10+ 10)\1)\2 — 36)\1)\3 — 4)\2)\3 + e (—29 + 45)\3)

+62 (54 + 22)\2) + €3 (—3 — 39)\1)

pq — qp = —90A3e; — 44 9e0 + T8N €3

(Vil) N, = (54 2e; + 3ey + 4e3) (5 — 2e; — 3eq — des)

(ix)

(x)

= 25+ 4M A2 + 9N A3 + 16273

-1 _ —2+ 561 - 1262 — €3

_ a4 _
T TN, T A 250+ 1A + Ao

_ —245e1 — 12e5 — €3
e = (5 2ent Bey +dey) o
10 — 10A Mg + 36X A + dAo s
15 2500 + 144005 + Ao
L €1 (214 45) + €2 (60 + 22X3) + e (~13 = 30\
11 2500 + 1400 0s + s
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(xi)

(xii)

-1 -2+ 581 - 1282 — €3

g p = (54 2eq + 3eq + 4de3)

44 25A Ag + 1441 A3 + Ao
—10 — 10\ Ag + 36A; A3 + 4Ao )3
44 25A Ay + 1440 A3 + Ao
L €1(21—45)5) + €3 (66 — 22)9) + €5 (—13 + 390)

4+ 250100 + 1440 X3 + Ao s

—T8A1 + 44X + 903
4+ 25\ Ao + 1440 A3 + Ao )3

pg =g 'p=
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4. 3-PGK LARLA ILISKILI MATRISLER VE HAMILTON OPERATORLERI

Kuaterniyonlar1, matrislerden bagimsiz olarak diisiinemeyiz. Reel, split ve 2-PGK lar,
matrislerle de ifade edilmis olup, lizerinde cesitli uygulamalar yapilmigtir. Agrawal
(1987) ve Jafari vd. (2013) dual kuaterniyonlar icin, Jafari ve Yayl (2010, 2015)
genellestirilmis kuaterniyonlar i¢in Hamilton operatorleri ve bazi cebirsel 6zelliklerini
vermistir. Kula (2003) verdigi doktora tezinde split kuaterniyonlar i¢in matris temsil-
leri ve Hamilton operatérleri iizerinde ¢alismistir. Olmez (2006) ise 2-PGK lar igin
Hamilton matrisleri ve 6zelliklerini derlemistir. Biz de bu boliimde 3-PGK lar1 matris-

lerle iligskilendirecegiz.
4.1 Hamilton Operatorleri ve Ozellikleri

Hamilton matrislerinin elde edilebilmesi adina bir 3-PGK p = ag + a1e1 + ages + azes

olmak iizere

seklinde tamimlanan lineer doniisiime karsilik gelen matrisi bulmak i¢in ¢ yerine

1, e1, €2, e3 baz elemanlart yazilip sol taraftan p ile ayr1 ayr1 carpilirsa

+
hy(1) = (ao+ arer + azes + azes) 1 = ag + aje; + ases + ases
N 2
hy(e1) = (ao+ arer + ases + ases) er = aper + are] + asezer + asese;
= —>\1)\QCL1 + apeq + )\2@362 - )\10,263
T 2
hp(eg) = (CLO + a1e1 + ages + Clgeg) €2 = Qo€ + aieies + a2€5 + aseses
= —)\1)\3a2 — )\3&361 + ap€o + )\1&163
N 2
hy(es) = (ao+ are; + azes + ases) es = apes + ae1e3 + azezes + ases

= —)\2)\3(1,3 + /\3@261 - )\2@162 + apeés

bulunur. Burada her bir satirdaki denkemlerin sag taraflarindaki terimlerin baz eleman-
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larina gore katsayilar1 olusturacagimiz Hamilton matrisinin siitunlarini olugturmaktadir.

Buna gore Hamilton matrisi asagidaki gibi elde edilir:

ag —)\1)\2a1 —)\1)\3(L2 —)\2)\3&3
+ aq Qo —Asas A3as
H(p) =

a9 )\2@3 ao _>\2a1

az  —Ajay A1y ap

Simdi de diger bir Hamilton matrisini olusturabilmek adina p 3-PGK u i¢in

4.1.1)

lineer doniisiimiinii g6z Oniine alalim. Bu doniistime karsilik gelen matrisi bulmak icin

q yerine 1, eq, es, e baz elemanlar1 yazilip p ile sag taraftan ayri ayn carpilirsa

f_Lp(l) =1 (CLO + ajeq + ageo + CL3€3) = ag + aie; + azes + ases

ﬁp(el) = €1 (CLO + a1e1 + azen + CL3€3) = ape1 + alef + ageies + asei€s
= —)\1)\2611 + ap€1 — )\2&362 + )\1@263

f_Lp(ez) = ey (ap + are; + ases + agez) = agez + arese; + ases + azeses
= —>\1>\36L2 + /\3@361 + ag€y — )\1&163

hy(es) = es(aop+ ajer + ages + ases) = apes + ajese; + ageses + aze3

= —)\2)\3@3 — )\3(1261 + )\2@162 “+ agpes

bulunur. Buradan da yukaridakine benzer yolla elde edilecek matris

Qo —)\1)\26L1 —>\1)\3(L2 —>\2)\3&3
- ai Qo Aszas — A3
H(p) =

as  —A203 ag A2y

as Aay — Ay Qo
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olur.

Buna gére P = Qg +aier +ases + ases 3-PGK unu, q = bo + 6161 + b262 + b3€3 3-PGK

u ile carpmak demek, p ye karsilik gelen Hamilton matrisi ile ¢ vektoriinii carpmak

demektir. Yani,

Qo —)\1/\26L1 —)\1)\3a2 —)\2)\36L3
+ a ag —\sa3 A0y
H(p)qg=
a2 A2as Qo —Ao2ay
i a3 —A1a2 Aaq Qo 1 L

aobo — )\1/\2&1[)1 — )\1/\3&2[)2 — )\2/\3&3[)3
apby + a1by + A3 (azbs — asbs)
aobg -+ agbo + /\2 (a3b1 — (Ilbg)

aobg + bo(lg + /\1 (a1b2 - a2b1)

seklinde veya

bo —AiAabi  —AiAgby  —A2A303 Qo
= bl bo >\3[)3 - )\3 b2 aq
H(q)p=

b2 - )\2 bS bo /\2 b1 Qo

b3 A1b2 —A1by bo a3

a,obo — )\1)\2(1,1[)1 — )\1)\3(1,2[)2 — )\2)\3(1,3[)3
a0b1 + Glbo + )\3 (agbg — agbg)
CLObQ + (Zgbo + )\2 (a361 - (Zlbg)

aobs + boas + A1 (a1be — agby)

bieq
baeo

bses

(4.1.3)

4.1.4)

olarak elde edilebilir ki bu ise (4.1.3) ve (4.1.4) sonuglarinin ayni oldugunu goste-

rir. (4.1.3) ve (4.1.4) teki siitunlar sirastyla {1, eq, €9, e3} baz elemanlarinin reel kat-

sayilaridir ki (3.2.1) deki carpim kurali matrisler yoluyla elde edilmis oldu.
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Teorem 4.1.1

K halkas1 M, (R) halkasinin bir alt halkasina izomorftur.

Ispat

¢: (K, +,x) = (M4 (R), ®, ®) doniigiimiind,

ao —>\1)\2a1 —/\1>\3a2 —)\2>\3a3
aq (on) —/\36L3 )\3@2

¢ (CLQ “+ aije1 + aseq + ageg) —
Qo )\2&3 an —)\gal
az  —Aiap Aray aop

seklinde tanimlayalim. (Burada & matris toplamasini, ® matris carpimini ifade et-

mektedir.) Bu doniistimiin bir halka izomorfizmasi oldugunu gosterecegiz. Herhangi

P =aqag + ai1eq1 + ases + ages ve q = bo + b1€1 -+ b262 + b363 3-PGK lar 1(;‘11'1

(b(p‘i‘Q) = (b(CLO—Fb—i‘ ((11 +b1)61 -+ (CLQ +b2)€2 + ((13 +b3)63)
ao+by —MAa(ar+b1) —AAz(az+b2) —AeAs(az+ b3)
B a; + by ag + by —As3 (as + b3) Az (a2 + b2)
as + by A2 (a3 + b3) ap + by =2 (a1 +b1)
as + bg —)\1 (az + bg) /\1 ((11 + bl) ag + bo
[ ag  —A1A2a1 —AiAdzas  —A2A3a3 bg  —A1A2b1  —A1A3bs —A2A3b3
o a1 agp —A3as Aza2 @ b1 bo —A3b3 A3ba
o as  Asas ao —Asay by Aobs bo “Aaby
| a3 —Aiaz Alal ag b3 —A1b2 A1b1 bo
= o(p) ® ¢(q)

bulunur. Denklem (3.2.1) de pq nun esiti ¢(pq) da yerine yazilirsa

o(pg) = ¢{(apby — AMAgaiby — A\jAzasbs — AaAsasbs)
+ (aoby + boay + Az (a2bs — azbs)) e

+ (apby + boas + A2 (azby — a1bs)) es

+(

CLng + (Zgbo + )\1 (ale — (lzbl)) 63}
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dir. Ancak sadelik i¢in

A = CL()bO — )\1/\2a1b1 — )\1/\3a2b2 — )\2/\3(13[)3
B = a0b1 + bo(ll + /\3 (a263 - agbg)

C = a0b2 + boag + )\2 (Clgbl - albg)

D = a0b3 + (Igbo + )\1 (a1b2 — agbl)

yazarsak

P(pq) = ¢_{A+Bel+062+Deg}

A =X XB —X\XA3C —XA3D

B A —A3D A3C

C Ao D A —X\oB

D —-\C M B A

ap  —A1d2a1  —Ai1Azaz  —A2)3a3 bo —A1d2b1 —A1Azb2  —A2A3b3
o al ag —A3as Azaz ® b1 bo —A3b3 Aszb2
N a2 Asas ao “Xoa by Agbs bo “Aaby

as —Aiaz Alal ao b3 —A1b2 A1by bo
= ¢(p) ® #(q)

elde edilir. Simdi ¢ nin 1-1 ve 6rten oldugunu gosterelim.

Cek¢ = {p:¢(p) =0}

B T )

= (p:o(p)=

o o o O
o o o O
o o o O
o o o o

= {0}
elde edilir, ¢ 1-1 dir. ¢ nin ortenligi
¢(K)={o(p):peK}

oldugundan
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[ T )
ag —)\1)\2a1 —)\1)\36L2 —)\2)\3@3
a a —A3a A3
¢(K):< 1 0 303 3G2 Lq, €R
a3 Aoas Qo — A2y
ul az  —MAay Aray ao i J
seklinde olup

¢:K— ¢ (K)C My (R)

kisitlamasini alirsak deger kiimesini se¢imimiz sebebiyle ¢ doniisiimii 6rtendir. Boylece

¢ bir halka izomorfizmasidir.[]

Teorem 4.1.1 in ispatim ¢ : (K, +, x) — (M, (R),®, ®) doniigiimii yardimiyla da

yapabilirdik:
Qo —)\1)\26L1 —)\1)\3a2 —)\2)\30,3
a ag A3as3 —A3az
1/} (CL() + ajeq + agseo + CL363) —
a2 —Aoas Qo A2y
as Ar1as — Ay ao

seklinde v doniisiimiinii tanimladiktan sonra ¢ nin bir halka izomorfizmas: oldugunu

gostermek kolaydir.

A1 =1, Ay = A\, A3 = p alinirsa 2-PGK lar icin,

A1 =1, Ay = 1, \3 = —1 alinirsa split kuaterniyonlar icin,

A1 =1, Ay = 1, A3 = 1 alinirsa reel kuaterniyonlar igin,

A1 =1, Ay =1, A3 = 0 alindifinda yari-kuaterniyonlar icin,

A =1, Ay = —1, A3 = 0 alindiginda split yari-kuaterniyonlar icin,

A1 =1, Ay =0, A3 = 0 alindiginda 1/4-kuaterniyonlar i¢cin Hamilton matrisleri elde

edilir.
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4.2 Hamilton Matrislerinden 3-PGK lar icin Carpim Tablosunun Elde Edilmesi

Bir 6nceki kisimda 3-PGK lar1 matrislerle ifade edebilecegimiz Hamilton matrislerini

+
hesapladik. H (p) matrisinden e, €1, €2, e3 baz elemanlarini

1 000 0 =X\ O 0
01 00 1 0 0 0
ep=1<« :E0:]4, e1 < :Eh
0010 0 0 0 —X
00 01 0 0 A0
0 0 —XMX3 O 0 0 0 —XA3
0 0 0 A3 0 0 —X3 0
€9 = EQ, €3 <> = Eg
1 0 0 0 0 X O 0
0 —X\ 0 0 1 0 0 0

seklinde elde ederiz. Burada {Ey, £, Es, E3} ciimlesi 1,eq, e5, e3 baz elemanlarina
karsilik gelen baz matrislerinin ciimlesidir. Buna gore matris ¢arpma islemleri ile agagidakileri

elde ederiz:

—A1 o 0 0 0
0 -\ A 0 0
€% < e = —)\1)\2[4,
0 0 —A1 o 0
0 0 0 —A1Ao
— 13 0 0 0
0 -\ A 0 0
6% < s = —)\1)\3[4,
0 0 —A1 A3 0
0 0 0 A3
VOV 0 0
0 XAy 0 0
6% — 279 = —)\2)\3[4
0 0 — Ao A3 0
0 0 0 —Ao 3
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seklinde bulunur. Ayrica

0 0 0 —A1 A2 A3

0 0 —XAiAs3 0
€16y <> = )\1E3,
0 Ao 0 0

A0 0 0

0 0 0 A3

0 0 A1 s 0
€361 <> = —)\1E3,

0 —XX 0 0
-\ 0 0 0

0 =X O 0
A3 0 0 0
€9€3 <> = )\3E1,
0 0 0 —Ao A3

0 0 A1 A3 0

0 Ao 0 0

—A3 0 0 0
€36y <7 = _)\3E17
0 0 0 A2 A3
0 0 —MA3 O

0 0 A 0

0 0 0 —A2A3
€163 <> = —>\2E2,
— Ay 0 0 0
0 M 0 0

0 0 -3 0

0 0 0 A3

ese1 < = Nl
A2 0 0 0
0 —XAAe 0 0

olarak bulunurken,
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—A1A2\3 0 0 0
0 —A1AoA3 0 0
€123 <> :_)\1)\2)\3[47
0 0 —A1A2A3 0
0 0 0 —A1A2A3
—A1A2A3 0 0 0
0 — A1 A2 3 0 0
€631 <7 :—/\1)\2>\3[4,
0 0 —AA2A3 0
0 0 0 — A1 A2 A3
— A1 A3 0 0 0
0 —A1A2A3 0 0
€316y <> :—/\1/\2)\3]4,
0 0 —A1AoA3 0
0 0 0 —A1A2)\3
A1 A3 0 0 0
0 A1 Ao A3 0 0
€163y <> :)\1)\2)\3]4,
0 0 A1 A2 0
0 0 0 A1 A3
A1 A2 0 0 0
0 A1 A3 0 0
€613 <7 :)\1)\2)\3[4,
0 0 A1 A2 A3 0
0 0 0 A1 A2 A3
A1 A2 A3 0 0 0
0 A1 Ao A3 0 0
€321 < :>\1)\2A3[4
0 0 A1 Ao A3 0
0 0 0 A1 A2 A3

seklinde bulunur. Ote yandan 0 (p) matrisinden de ey, €1, 5, €3 baz elemanlarini
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1 000 0 =M 0 O
01 00 1 0 0 0
e =1« :F0:I4, e1 < =F
0010 0 0 0 X
0 001 0 0 -\ 0
00 M 0 0 0 0 —dohs
0 O 0 —A3 0 0 Xs 0
€9 = F27 €3 <> = F3
1 0 0 0 0 =X O 0
0 M\ 0 0 1 0 0 0

seklinde elde ederiz. Burada {Fy, F}, Fy, F3}, e, €1, €2, e3 baz elemanlarina kargihik
gelen baz matrislerinin kiimesidir. Buna gore de matris ¢arpma islemleri benzer

sekilde,

€2 < — Aoy, €3 < —M\Asly, e?5 — —AoA3ly,

e16g <> A\ F3, ese1 > — A F3, ese3 <> A\3F7,

esey > —A3F7, e1e3 > — Ao Fh, e3e1 > Ao Fh,

€162€3 <> —A1 A3y, e2€3e1 <> —A1 A A3ly, €3€1€9 <> —A1 A9 A3y,
€136 <> A1 A3y, €ae1€3 <> A\ AaA3ly, €36261 <> A1 A3y

olarak bulunur.

Yukaridaki bilgiler 1s181nda 3. boliimde ifade ettigimiz 3-PGK lar icin ¢arpim tablo-
sunu yani Tablo 3.1 i elde ederiz. Simdi, Hamilton matrisleri ile ilgili asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 4.3.1

() H(p)H(p) = H(p)H(p) = [H(p)}2 = Ff(p)r

(i) Iz {

=+
Yy
=S
N—
| I
I
~
N
| — |
=
=
S~—
_
|
e~
S
o
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(i) p=q e H(p) = H(g) & H(p) = H(q)
(iv) fl(p”) = Ff(p)} ve H(p~!) = [ff(p)}
Ispat

(1), (11), ve (i11) ispat1 matrisler icin elementer iglemler yardimiyla kolaylikla yapilabilir.

g — aA1€1 — Q€9 — A3€3

(iv) p' = P2 5 3 5 5 oldugundan
Np Qg + )\1/\26L1 + )\1)\3@2 + /\2)\3a3
Qo )\1)\2&1 )\1)\30,2 )\2)\3&3
+ 1 —a Qo Azaz  —Azaz
H(p™') = 2 2 2
ag + )\1)\2&1 + /\1)\3@2 + )\2)\3(13 —ay _)\2a3 ao )\2a1
—as )\1&2 —)\16L1 Qo

L 7! _ 91
bulunur ki bu da {H (p)} matrisine esittir. Benzer sekilde H(p~!) = {H (p)}

esitliginin varlig1 goriilebilir. [

4.3 Hamilton Matrisleri icin Determinant, Karakteristik Polinom, Karakteristik

Denklem, Ozdegerler ve Ozvektorler

+ —
Bu béliimden itibaren daha kisa ifadeler kullanmak icin M =H(p) ve N =H(p)

gosterimlerini kullanacagiz. M matrisinin determinanti,

ao —)\1)\2&1 —)\1)\3@2 —)\2)\3663
M| ai Qo —Asas Asaz
- as Aaas ag — o0
as —)\10,2 /\1&1 Qg
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= AIAJa] + 2AI Ao hzata3 + A\PA3as + 2\ A3 )sada;

+ 20 Mo Adadas 4 20 Maadal 4 20 Nsalas + NiN2as + 2\ \sakad + af
— (a2 + M Aoa? + M\ Agal + AoAgal)’
= (V)

seklinde hesaplanir.

M matrisinin karakteristik polinomu

Prg (t) = det (M —t1y)

ag —t —Aidaa; —AA3ay —A)3as
a agp —t —A3a3 A3Qo
a a9 Aals ap —t — Aoy
as —Aiao A1aq agp —t

= (2 = 2tag + a2 + M Aaa? + M Asal + AoAsal)’
seklinde elde edilirken karakteristik denklemi
(2 = 2tag + a2 + M Aoa? + MAga2 + ApAgal)” = 0 (4.2.1)

olarak bulunur. Karakteristik denklem coziildiigiinde elde edilen dort adet 6zdeger bu-

lunur. Bu 6zdegerler ikiser ikiser cakisiktir:

t172 = CLO—F\/—)\l/\QCL% - )\1)\30,% - )\2)\30%, t374 = ao—\/—)\1>\2a% — )\1)\3&% — /\2)\30/%.
t12 ve ts4 degerleri birbirinin eslenigidir.

Bu iki farkli 6zdegerin ¢arpimi
tiotsa = ag + Mdaai + MAsas + Aodsa3 = N,

seklinde p nin normu olarak bulunur.
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Ayrica agt+/ =AM A9a} — M A3a3 — AaAza3 dzdegerine karsilik iki tane 6zvektor vardir:

[ Mazy/—MiA202—MAza3—Aodza—Aidearas
A1a§+)\2a§
a3\/7)\1)\QCL%7}\1)\3a§7)\2)\3a§+/\1a1a2
A1a§+)\2a§

1
0

ap — /—MAaa? — A Aza3 — Mg za? 6zdegerine karsihik olarak da gelen dzvektorler

ise

B )\1(12\/—)\1)\Qa%—)\1)\3(1%—)\2)\3(1%—0—)\1)\2(11(13

)\10,%—‘,-)\2(1%
_azy/—Mihaa-AiAzad —Aedzal—Aiaras
)\1a§+)\2a§

1
0

[~ Aoas \/—)\1)\211%—)\1)\311%—)\2>\3a§+)\1)\2a1a2
)\1(154-)\211%
azy/—MA2a3 — A1 AsaZ—AaAza3—Aoaias
)\1a§+)\2a§

0
1

[ Xaasy/—Midea—XiAszaZ—Aadsa3—AiAzaras

)\1(1%—‘,-)\2(1%
as \/7)\1)\204%7)\1)\30,%7)\2)\3(I§+/\2a1a3
/\1a§+)\2a§

0
1

dir. Benzer igslemler N matrisi i¢in de gosterilecek olursa

ao —)\1)\2611 —)\1)\3612
|N| aq Qo )\3@3
- Q9 —>\2a3 Qo
as )\1(12 —)\1a1

—)\2)\3(13
—Azaz

Aoy

Qo

MA2a] 4+ 202 o salal + NiMZag + 20 M\3)salal

+2M A Ajasa; + 2\ Aeagal + 20 Azagas + A3Ajas + 2X9\za5a3 + ag

= (Np)2

seklinde hesaplanir.

N matrisinin karakteristik polinomu

Py (t) = det (N —t1y)

(ag + )\1)\2a% + )\1)\3a§ + )\2)\3a§)2
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ag — t —)\1)\2a1 —)\1)\3@2 —)\2)\36L3
aq ag — t /\3@3 —)\361,2
Py (t) =
as —Xoag  ag—t Aoy
as Araz —\ay ag —t

Py () = (2 = 2tag + a + MAaa? + MAsa2 + Aga?)’
seklinde elde edilirken karakteristik denklemi
(2 = 2tag + a2 + M Aga? + MAza2 + Mga2)” = 0 (4.2.2)

dir. (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri birbirine esit oldugundan, 6zdegerleri 6zvektorleri

de M matrisininki ile ayn1 bulunacaktir. Yukaridaki bilgiler 1s1¢1nda 6zel olarak

A1 =1, Ay = A\, A3 = pi¢in 2-PGK larin,

A1 =1, Ay = 1, A3 = —1 icin split kuaterniyonlarin,

A1 =1, Ay = 1, A3 = 1 icin reel kuaterniyonlarin,

A1 =1, Ay =1, A3 = 0 alindiginda yari-kuaterniyonlarin,

A =1, Ay = —1, A3 = 0 alindiginda split yari-kuaterniyonlar icin,

A1 =1, Ay =0, A3 = 0 alindiginda 1/4-kuaterniyonlar i¢in determinant, 6zdegerler,

ozvektorler, karakteristik denklem ve karakteristik polinom elde edilir.
Ornek 4.3.2

p=3—2e; + ey — 5e3 3-PGK unun,

(i) M ve N Hamilton matrislerini,

(i) M matrisinin determinantini, karakteristik polinomunu, karakteristik denklemini,

0zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulunuz.
Coziim
(i) (4.1.1)esitliginde ag = 3, a; = —2, ay = 1, ag = —5 yazilirsa
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3 20 A2 =AMz DAoAs
M, — -2 3 D3 A3
1 =5 3 2
-5 —A1 =2\ 3

ve benzer sekilde (4.1.2) esitli§inde ag = 3, a1 = —2, ay = 1, a3 = —5 yazildi§inda

3 202 —AA3 Dl
N, = -2 3 —bA3  —A3

1 52 3 —2X9

-5 M\ 2\ 3

seklinde p i¢cin Hamilton matrisleri elde edilir.

(ii) Simdi de M, matrisinin determinantin1 bulalim:

3 2XMA2 —AA3 Do

-2 3 53 A3
|Mp| =

1  —=5X 3 29

-5 =)\ -2\ 3

16ATAS 4+ 8AT Ao + ATAZ + 2000 A3 A3 + 500 Ao A3

+72M1 A2 + 18X A3 + 625M5)03 + 450 03 + 81

(4M1 A2 4+ M Ag + 250903 + 9)°

2
NP

seklinde yani p 3-PGK unun normunun karesidir. M, nin karakteristik polinomu

P, (t) = det (M, —tI,)
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3=t 20X —MA; Blos
—2 3=t By A\
1 =5\ 3—t 2X\
5 =\ -2\ 3—t

P, (t) =

= (2 = 61+ 9+ 4\ A + M A3 + 2500)3)°
olarak bulunurken p nin karakteristik denklemi
(2 = 61 + 9 + 4M Ao + M A + 250043) " = 0

olur. Bu karakteristik denkleme gore 6zdegerler;

tl,g = 3 —|— \/—4)\1)\2 - )\1)\3 - 25)\2)\3, t374 - 3 - \/—4)\1)\2 - )\1)\3 - 25)\2)\3

olup ikiser ikiser ¢akisik kok seklinde bulunur. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

ise;
—A1vV =421 A2 —XA1A3—25X2A3—10)1 X2 5X2v/—4XA1 A2 —A1 A3 —25X 0 3—2X1 X2
A1+25A9 A1 a%—i—)\ga%
5v/—4X1 A2 —A1 A3 —25 2 3—2)\1 V—=4X1 X2 —A1A3—25 23 +10)2
A1+25N9 4N1+25X2
;
1 0
0 1

olarak bulunur.

M ve N Hamilton matrisleri ile yapilacak tiim iglemler birbirine benzer sekilde ilerle-
yeceginden tez ¢alismasi boyunca yalnizca M matrisi i¢in tanim, teorem, agiklama ve
uygulamalar1 verip A i¢in de benzer sekilde uygulanabilecegini diisiinecegiz. Ayrica

A1, A2, A3 degerleri icin yukaridakine benzer 6zel durumlar1 g6z niinde bulunduracagiz.
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5. 3-PGK ICIN KUTUPSAL GOSTERIM, DE MOIVRE VE EULER
FORMULLERI

Karmagik sayilardaki Euler ve De Moivre formiilleri Cho (1998) tarafindan kuater-
niyonlar icin genellestirilmistir. Ayrica split ve dual kuaterniyonlar icin de Ozdemir
(2009), Kabaday1 ve Yayli (2011) incelemistir. Son zamanlarda reel, dual kuaterniyon-
larla iligkili matrisler icin De Moivre ve Euler formiilleri tiiretildi (Jafari vd., 2011,
2013). Genellestirilmis kuaterniyon cebirinde de De Moivre ve Euler formiilleri Ma-
magani ve Jafari (2013) tarafindan incelenmistir. Meral (2009) kuaterniyonlara ait mat-
risler icin De Moivre ve Euler formiillerini yiiksek lisans tezinde derledi. Bu boliimde
3-PGK larin kutupsal gosterimi iizerinde durulup, temel matris M nin kutupsal goste-
rimi yapilarak De Moivre formiilii ve Euler formiillerine calisilmistir. Ayrica 3-PGK
lar ve matrisleri i¢in n-yinci dereceden kokler ile matrisin kuvvetleri arasindaki iligki

incelenmigtir.
5.1 3-PGK un Kutupsal Gosterimi
Bir p = ag+ aje; +ases +ases 3-PGK u ile bir 0 agisini bir karmagik sayinin kutupsal

gosterimine benzer mantikla eslestirebiliriz. ¢ = 1,2, 3 i¢in \; lerin tiimii ayni isaretli

olmak iizere

Sin@ _ \//\1A2a% + )\1/\36L% —|— )\2)\3&%

Qo
VN, VN,

cosf =

seklinde yazarsak,
—1<cosf<1, —1<sinf<1, cos’f+sin’d=1

elde edilir. Bu bilgiler 1s181nda asagidaki tanimi verelim.

Tanim 5.1.1

Herhangi bir p 3-PGK unu kutupsal formda

44



p=+/N,(cosh + psinb) (5.1.1)

seklinde yazabiliriz. Burada p

(al, a2, Cl3)

\//\1)\2&% + /\1/\3(1% + )\2/\30/%

p=

seklinde 3-PGBV diir (\;\2a? + A\ A3a3 + A2 A3a3 # 0). Gosterimlerde daha sade ve

kisa olmasi adina p = (py, pa, p3) gosterimini kullanacagiz. Burada

a1
b= )
' \/)\1)\2&% + )\1)\3&% + )\2)\3(1:23
a2
b2 = )
\/)\1)\2&% + )\1)\3@% + )\2)\3@%
Ds & (5.1.2)

B \/)\1)\2@% + )\1)\3(1% + )\2)\3&%
dir. Gergekten de (5.1.1) deki formu

p = ap+ aie; + agex + ases
Qo 1
= \/Np — + (a1€1 —+ [05X55) + CL3€3>
(\/ Np A% Np
\/ﬁp( QAo X \//\1>\2a% + )\1/\30,% + )\2)\3@%

/N, /N,

( ai L+ az
\/)\1)\2&% + )\1)\3(1% + )\2)\3&% \/)\1)\2&% + )\1)\3@% + )\2)\3@%

+ & s))
\/)\1)\261% + )\1)\3&% + )\2)\3&% ’

= V NP (COS&+(p1ap2ap3)Sin0)
= /N, (cosf + psinb)

€2

seklinde gosterebiliriz.

5.2 M Matrisinin Kutupsal Gosterimi

p € Sk olsun. Buna gore
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p = ap+taie; + azes + ases
= cosf + psind
= cosf+ (p1,pe2,p3)sinf
= cosf+ (p1sin6, pysinf, pssin )

= (cosB,p;sinf, pysinb, pssinf)

olup buradan, M matrisinin kutupsal formu:

[ Go —MAaar —Ahsas —Aohsas |
M = a Qo —A3a3 A3Qo
ao Aa0s3 ag —A2ay
az  —Aiag A1ay ag
[ cosf  —AAgprsinfd  —AjAgpesin€  —AA3ps3sind ]
B p1sinf cos —MA3p3sin @ A3po sin 6
a o sin 6 Aop3 sin 6 cos —Aopq sin @
| D3 sinff  —A{pysinf A1py sin 6 cos 6 |
seklinde elde edilir.

5.3 3-PGK icin De Moivre Formiilii

Lemma 5.3.1

v € S% olmak iizere

(cosa 4+ vsina) (cos f 4+ vsin §) = cos (a + B) + vsin (o + ) .

Ispat

Kuaterniyonlar i¢cin Meral (2009) tarafindan verilen ispata benzer bir yolla ispat yapi-

Lir.[
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Teorem 5.3.2

p € Sk i¢in p = cos § + psin f olmak iizere
p" = (cosf + psind)" = cos (nh) + psin (nf) .

fspat

Tiimevarim metodu ile kuaterniyonlar i¢in Meral (2009) tarafindan verilen ispata ben-

zer bir yolla ispat yapilir.L]

5.4 M Matrisi Icin De Moivre Formiilii

p, 3-PGBK ve p nin kutupsal formu p = cos a + p sin a olmak iizere p kuaterniyonuna

karsilik gelen matrisler icin De Moivre formiillerini elde edelim.

Lemma 5.4.1
[ cosa  —AiAeprsina —AjAzpesina — A A3pssin« ]
p Py sin « COS (v —A3p3sin « A3po Sin a
Po Sin « Aops3 sin a CoS o —Agp1 Sin «
pssina —Aipgsina A1p; sin COS &
[ 058 —MAoprisinB —AhspesinB —AsAgpssin B |
0 - Py sin B cos 3 —Agp3 sin 3 A3ps sin 3
B posin S Agpgsin 3 cos 3 —Xopy sin 8
p3sin S —Aipasin 3 A1p1 sin « cos f3

olmak tizere

cos(a+B)  —AAgprsin(a+ ) —XAAspasin(a+ B)  —A2Agpssin (a + )

PO — p1sin (a + B) cos(a + f3) —Asps sin (o + 3) Aspz sin (a + B)
pesin (a + B) Aops sin (a + B) cos(a + ) —Aap1 sin (a + B)
pssin (@ + B)  —Aipasin(a+ ) A1ps sin (a + f) cos(a + B)
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olarak bulunur.

Ispat

PQ = [aij] ise

11 = Q9 = A33 = gy = coOsacosf — /\lz\gpf sinasin 8 — /\1/\3p§ sin arsin 3

— A2 A3p3 sin arsin 3

= cosacosf — ()\1)\2}?% + )\1)\3p§ + /\2>\3p§) sin o sin 3
= cosacosf —sinasin
= cos(a+ f)

12 = —A1Agpicosasin S — A\ Agp; sinacos 3

—A1 A2 A\3paps sin acsin B + Aj A Agpaps sin a:sin 3
= —A1Aep; (cosasin B + sin acos 5) — Ay A A3paps (sinasin § — sin acsin [3)

= —/\1>\2p1 sin (Oé + 5)
Benzer sekilde hesaplamalar yapilarak
a1z = —MAspesin (a+ B),  ai = —AoAgpzsin (a+ B), ag = prsin(a+ B),
ags = —Aspzsin (a + B), @ = Agpysin(a+ ), az = pzsin (a + ),

aszs = Agpzsin (a + ), aszy = —Agpy sin (a + ), aq; = pssin(a+ ),
agp = —Aipesin (a + f) , as3 = Apy sin (a + B)

bulunur.[]

Teorem 5.4.2

Herhangi bir n tamsayist i¢in
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cosa  —AiAgprsina —AjAgpasina —AgAgps sina
p1 sin o COoS (v —A3p3sin A3p9 Sin «v
P =
P Sin « Aop3 sin « CoS (v —A\op1 sin «
p3sina —Aypysina A1p sin cos o

matrisinin n-yinci kuvveti olan P™ matrisi

cos (na)  —ApAgppsin (na) —AjA3psesin (na) —AaAgpssin (na)
pn p1 sin (na) cos (na) —A3ps sin (na) A3pe sin (na)
posin (na)  Agpssin (na) cos (na) —A\opy sin (na)
pssin (na)  —Aipgsin (na) A1p1 sin (na) cos (na)
seklindedir.
Ispat

Tiimevarim yontemi ile ispat1 yapabiliriz. Once n > 2 durumu icin teoremin dogrulu-
gunu gosterelim. n = 2 i¢in Lemma 5.4.1 kullanilarak () matrisi yerine P matrisi

alinarak veya daha farkli bir deyigle [ agilar1 yerine « acilari yazilirsa,

[ cos (2c) —AiAeprsin (2a) —A1Agpesin (2a)  —AgAsps sin (2«) ]
po_ | P sin (2a) cos (2a) —A3ps sin (2ar) A3pg sin (2ar)
posin (2a)  Agpssin (2ar) cos (2av) —Aopy sin (2av)
| pssin (2c)  —Aqpgsin (2ar) A1p1 sin (2ar) cos (2av) |

olup dogrudur. n = k icin dogru olsun. n = k + 1 icin P*¥*! = P¥ P oldugu kullanilir-

sa,
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[ cos (ka) =AM Aoprsin (ka) —AjAsposin (ka) —AaA3pssin (ka) ]
pip _ | D1 sin (ka) cos (ka) —A3ps sin (ka) A3po sin (ko)
po sin (ka) Aops sin (ka) cos (ka) —Xop sin (ka)
pysin (ka)  —Aipgsin (ka) A1p1 sin (ko) cos (ka)
| cosa  —AiAgprsina —AjAgpesina —AgAgps sin ]
p1sin « COoS (v —A3p3sin A3p9 Sin «v
P2 sin Aop3 sin « CcoS (v —Aop1 sin «
RE sina —A\ipssin« A1p; sin « CcoS av |

buradan da Lemma 5.4.1 gereg8ince

cos ((k+1)a)
pisin((k+ 1))
pasin ((k+ 1) o)
p3sin ((k+ 1) @)

Pk+1=

—XA2p1sin ((k+ 1) @)

cos((k+1)a)
Aopssin ((k+ 1) o)
—Aip2sin ((k+ 1) a)

—X1Asp2sin ((k+ 1) a)
—Aspzsin ((k+ 1) a)
cos ((E+1)a)
Aprsin ((k+ 1) a)

—A2Aspssin ((k+ 1) a)
Agpzsin ((k+ 1) )
—Xopisin ((k+ 1) @)
cos((E+1)a)

elde edilir. P~! matrisini carpimsal ters matris hesabiyla

CcoS o AAgpr sina AjAgpesina AaA3ps sin «
P —p1 sin « Ccos Qv Agpgsina —Agps sina
—posina —Agp3 sin« Cos v Aop1 sin «
—p3sina Apasina —Aip;sina CoSs o

seklinde buluruz. Kosiniis ¢ift fonksiyon, siniis tek fonksiyon oldugundan, P~! matri-

sini
cos (—a)
pi_ |2 sin (—a)
po sin (—a)
pssin (—a)

—)\1)\2]71 sin (-CY)

cos (—a)
Aops sin (—a)
—A\pg sin (—a)

seklinde yazilabilir. Buna gore
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—A3p3 sin (—a) Agpe sin (—a)

cos (—a) —Aopy sin (—a)

A1p1 sin (—a) cos (—a)



cos (—na)  —ApAgprsin(—na) —AjAgpasin (—na)  —AaA3ps sin (—na)
pn_ p1 sin (—na) cos (—na) —A3p3 sin (—na)

cos (—na)

A1p1 sin (—na)

Azp2 sin (—na)
po sin (—na) Aops sin (—na)

—Xop1 sin (—na)
pssin (—na)  —Aipssin (—na) cos (—na)

elde edilir..

Ornek 5.4.3

1 n 1 ( 1 1 1 )
p=—7 a ) )
2 2 \VAh VA Vs

3-PGBK unu alalim. p nin kutupsal gosterimi

2 1

= cos n ( 1 1 1 > . 27
=Cos — + —= : ) sin —
3 V3 VA VAT VA 3

seklinde ifade edilebilir.

. 1 ( 1 1 1 )
p = ) )
V3 AV VAT VA

seklinde yazarsak
1 1 1
b1 = y D2 = ; P3 =
V3 Ao V3A1 A3 V323
olur. p nin matris gosterimi
[ -1 VA —VADs —VAagks |
2 2 2 2
1 _1 VA3 Vg
A= 2v/ A1 2 2v/ Ao 2v/ A1
B S VAV 1 VAT
2v/A1 3 2v A3 2 2vA3
1 -V VAL _ 1
L 2v 23 2vA3 2vA2 2

ve p nin kutupsal matris gosterimi
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[ CoS 2—” —A1A9pq sin %” — A1 A3po sin %’r — A9 A3p3 sin %” ]
Ao P71 sin %” cos %” —A3ps3 sin %’r A3p9 sin %’r
P Sin %’r Aop3 sin %’T cos %’r —Agp1 sin %’T
| p3sin I —\posin Aipy sin 3 cos ¢

seklindedir. p nin 5. ve 21. kuvvetlerini hesaplayalim:

5 u 1 1 . o2
P ( ?) (wm VA wzxg)sm (5'?>
B 3 V3 \/)\1)\2 \/Almg wlm)sm (49
1( 1) 1 ( 1
N _5_5(wm2 Vs \/Am)

p?l = cos (21 Q—W) L ( L ! ! ) sin (21 Q—W)
V3 \VAA VA VA 3

1 1 1 1

= cosO—l——( )sin()
V3 \VAI A VAT VA

= 1

olarak bulunur ve bunu da matris formunda,

[ 1 Vo s Voahs | [ i
-1 L L2 2o 1 0 00
R 0100
A5 _ 2/ A1 2 2 2v/ A2 2/ A1 ve A21 _
—1 VA2 1 Vg 0010
2V A3 2V A3 2 2v/ A3
-1 Va1 -V 1
| 2v22s m/ﬁ NEI 2] L 0001 i

seklinde ifade edebiliriz.

5.5 3-PGK icin Euler Formiilii

Herhangi bir v € S% i¢in v = aje; + azeq + azes ise

U2 = —G%Al)\g — a%)\l)\g — a§>\2)\3 =-1
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oldugundan,

seklinde devam eder. Herhangi bir # acisina sahip olan p € Sk i¢in Euler formiilii;

92 93 6)4
v 2V 3V v
e = 1+v0+v 5 + v 3!+v 4!—1—
_ 1 P 0? RS
= 1+ —?—Ug—i-a—l—---
_ 1 ERE 0 03 o
— —E—FI—..._'_U _g_i_a_...
= cosf+vsinb
= p
seklinde elde edilir.

5.6 M Matrisi Icin Euler Formiilii

Bir P matrisini

0 —XAopr —AMAsp2 —A2Asps
P D1 0 —A3ps3 A3pa
D2 Aops3 0 —A2p1
i P3 —Aip2 D1 0 i

seklinde segersek A\jA\op? + A\ A3p3 + AoA3p2 = 1 olduundan P? = —1I; oldugunu
gormek kolaydir. Burada py, po, p3, (5.1.2) deki p € SZ nin bilesenleridir.

Pa (Pa)®  (Pa)’  (Pa)!
e = LitPat o+ o bt

ot ot PRI

= cosa+ Psina
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0 —Atdopr —AMiAspa —A2A3ps
e’ = cosa+ n ! ~2aps Ao sin «v
P2 A2 0 —A2p1
| p3 —Ap2 A1 0 ]
[ cosa  —AiAgprsina —AjAgpesina — A Agps sina ]
p1sin a COS (v —A3p3sin A3po Sin «
a Do sin « Aop3 sin « CoS (v —A\op1 sin «
p3sina —Aipgsina A1p; sin « Ccos av
= P

olarak elde edilir.
5.7 3-PGK icin n-yinci Dereceden Kokler

Bir p 3-PGK unu kutupsal formda

p = +/N,(cosf+ psinb)
= /N, (cos (0 + 2km) + psin (0 + 2kn))

seklinde yazilirsa p 3-PGK unun 7 tane kokii vardir, burada £ tamsayidir. Bu n tane

kok wg, wy, . .., w,_1 olmak lizere

1/n 2 2
wli/” — («/Np> (Cos (MTM) + psin <9+n/€7r)) , k=0,1,...n—1

seklinde bulunabilir.

5.8 M ic¢in n-yinci Dereceden Kokler

cos (+2km)  —AiAoprsin (a+2km)  —AAgpasin (a+2km)  —A2Asps sin (a+2km)

A p1 sin (a+2km) cos (a+2km) —Asps sin (a+2km) Aspe sin (a+2k7)
pa sin (a+2km) A2ps sin (a+2k) cos (a+2km) —Aap1 sin (a+2km)
pasin (a+2km)  —A1pgsin (a+2kT) A1p1 sin (a+2k7) cos (a+2km)
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burada k € Z. X™ = A denklemi n tane koke sahiptir. Boylece

—A1A2p1 sin (7a+3k7r) —A1A3p2 sin <7a+§kﬂ —A22A3p3 sin (

a+2km
n

JFRN P R e e e e
k po sin <a+§k"> A2ps sin (%) cos (%) —Xop1 sin (a+3k7r)
p3 sin (‘”j’“‘) —A1pa2 sin (%) A1p1 sin (atlﬂ) cos (a+§kw)

seklinde bulunur. £ = 0 i¢in birinci kok:

[ cos(2)  —Audaprsin(2) —Adapasin (2) —MoAgpasin (2)
Aé _ P71 sin (%) cos (9) —\3p3 sin (%) A3po sin (%
Do Sin (%) Aops3 sin (% COS (%) — A9y sin (%)
BE sin (%) —Aqpo sin (%) A1p1 sin (%) CoS (%)

cos 22”) —A1A9p1 sin (O‘+2”) —A1A3p2 sin (0‘+2”) —A9A3p3 sin (O‘+2’T)
A%— p1 sin (O“ff”) cos (%n%) —A3gp3 sin (0‘4;12”) A3gps sin (M)
r=
Do sin ( ‘;2”) Aops3 sin (O‘Jr%) cos (M) —Aop1 sin (“*2”)
| D3 sin ( +2”) —A1p2 sin (0‘””) A1p1 sin (0‘+2”) cos (%)

bulunur. Benzer sekilde £ = n — 1 iken n. kokii elde ederiz.

5.9 Matrisin Kuvvetleri Arasidaki Iliski

3-PGK ile iligkilendirilmis matrislerin kuvvetleri arasindaki bagintilar agagidaki te-

orem yardimiyla anlasilabilir:

Teorem 5.9.1

Bir p 3-PGBK unun kutupsal formda ifadesi p = cos @ +vsinf vem = 2% € Z* —{1}

olsun. n = s (modm) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p” = p® olmasidir.
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Ispat
n = s (modm) ve k € Z olsun.

p" = (cosf+ psinf)"
= cos(nf) + psin (nh)
= cos((mk+s)0)+ psin ((mk +s)0)

= cos (%k—l—s) 0) +ﬁsin<(2§k+s> 0)

= cos (2rk + s6) + psin (27k + s6)
= cos(sf) + psin (s6)

= (cosf+ psinf)’

S

Ote yandan p" = cos (n#) + psin (nf) ve p* = cos (s0) + psin (s6) olsun. p" = p°

oldugundan cos (nf)) = cos (s) ve sin (nf) = sin (sf) olur. Bu da
nf = sb + 2krw, k € Z

olmasin1 gerektirir. Boylece

2
nz%k—i-s, n = s (modm)

bulunur.[]

Ornek 5.9.2

1+1( 1 1 1 )
p=—= o ) )
2 2\VAh VA Vs

3-PGBK olsun. p nin kutupsal formdaki ifadesini daha onceki drnekte ifade etmigtik.

6 = 2 oldugundan Teorem 5.9.1 den m = % = 3 bulunur. Buradan da
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p = p =P =

olarak elde ederiz.

Teorem 5.9.3

p 3-PGBK unun kutupsal formdaki ifadesi p = cos 6 +vsinf, m = 2° € Z* — {1} ve
p yi temsil eden matris A olsun. Buna gére n = s (modm) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul A" = A® olmasidir.

Ispat

Teorem 5.9.1 in ispatina benzer sekilde kolaylikla yapilir.

Ornek 5.9.4

SR (S
P T 2\ Vs Ve,

3-PGBK u i¢in matris temsili

1 —VAide VA3 =V
V2 2 2v2 2v2

1 1 —v/ A3 —v/ A3

A — 2\/)\1)\2 \/i 2\/2)\2 2\/2)\1
-1 VA2 1 —VA2

2v/2X1 A3 2v/2)3 V2 2v/\1
1 VA1 VA1 1

L 2v2X2)3 223 2v/ X2 V2 |

bulunur. Teorem 5.9.3 ten m = 7?—74 = 8 olur ki bu da

A = A=A = ...
AQ — A10:A18:--~

57



A8

A16:A24:'--:]4

olmasi demektir.

A matrisinin karekoklerini de elde etmek miimkiindiir:

cos 77/4-;-21671' _)\1>\2p1 sin 71'/4—52]6# —/\1/\3p2 sin 7r/4—02—2k7r _)\2)\3]73 sin Tr/4—52k7r
A% p1 sin 7r/4J2r2k7T oS 7T/4J2r2k:7r 7}\3p3 sin 7r/4J2r2k:7r /\3p2 sin 7r/4;2k7r
k Do sin 7 /4+2km )\2p3 sin 7 /4+2km cos 7 /4+2kT _)\2p1 sin 7 /4+2kT
2 2 2 2
ps sin 7'r/4—;-2k,7r —)\1])2 sin 7r/4—52k7'r )\1]91 sin 71'/4—52k7'r cos Tr/4-§2k7r
k = 0 i¢in birinci kok
s 3 s : s 3 us
cos g —AtAeprsing  —AiAgpasing  —AgAzpssin g
A% | m sin g cos § —A3p3sin g A3pg Sin g
g =
p2sin g Aops sin 5 cos § —A\op1 sin z
3 s : s 3 s s
| pssing —A1pesin g A1p sin g cos 3 |
k = 1i¢in diger kok
CLa T in2r  —\\ in2T  —X\,\ in 2°
COS g 1A2P1 SIn ] 1A3P2 S11 ] 2/\3P3 S1n 3
A% | m sin 9% coS %’T —A3ps sin %’T A3po sin %’r
1 in 9 A tn 9 s '\ tn 9
p2sin 23 Sin - cos 5 o1 Sin
p3 sin 9% —A1p9 sin %’r A1p; sin 9% cos 9%
1 1
Ayrica A = — A7 oldugundan
00 0O
1 1 00 0O
A+ A7 =
00 0O
00 0O
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olarak bulunur.
Teorem 5.9.5

p 3-PGK unun kutupsal formdaki ifadesi p = /N, (cos + psin @) ve

% =m € Z" — {1} olsun. n = s (modm) olmasi igin gerek ve yeter kosul

p" = (s /Np)n_s p° olmasidir.
Ispat

Meral (2009) in Hamilton kuaterniyonlar i¢in yaptig1 ispata benzer sekilde ispati yapi-

lir.
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6. 3-PGK LARIN LIE CEBIRi VE MATRIS TEMSILLERI

Karger ve Novak (1985) tiim birim kuaterniyonlarin kiimesinin 3-boyutlu bir Lie grubu
oldugunu gosterip Lie cebirine de ¢alisti. Jafari ve Yayl (2015) aym c¢alismay1 Dick-
son (1924) 1n tanimladig1 2-PGK lar iizerinde yapmistir. Bekar (2009) reel kuaterni-
yonlarin Lie grubu ve cebir yapilari iizerine tez yazdi. Biz de bu boliimde 3-PGK lar
icin Lie grubu, Lie cebiri, bunlarin matris temsilleri ile bunlar i¢in Adjoint doniisiimler
tanimlayacagiz. Ayrica Lie (Bracket) carpimi, Killing bilineer form ve bunlarin 6zel-

liklerini verecegiz.

6.1 Temel Tanim ve Teoremler

Adin1 Norvecli matematikci Sophus Lie den alan Lie gruplari ve Lie cebirlerinin anlagilabilmesi

i¢cin Once bazi tanim ve teoremler verelim.

Tanim 6.1.1

X bostan farkl1 bir ciimle ve bu X ciimlesinin alt cimlelerinin bir koleksiyonu 7 olmak
tizere 7 koleksiyonu asagidaki onermeleri saglarsa 7 ya X {lizerinde bir topolojidir

denir:

(i) X ve 0, 7 koleksiyonunun bir elemanidir.

(i1) 7 koleksiyonuna ait herhangi iki kiimenin kesisimi de koleksiyona aittir.

(i11) 7 koleksiyonuna ait herhangi en az iki cliimlenin birlesimi de koleksiyona aittir.
(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 6.1.2

Bir X ciimlesi ile bu ciimle iizerinde bir 7 topolojisi var olsun. Bu durumda (X, 7)

ikilisi bir topolojik uzay adim alir (Hacisalihoglu, 1998).
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Tanim 6.1.3

X bir topolojik uzay olsun. X in P ve () gibi farkli noktalari i¢in X de, Ap N Ag =0
olacak sekilde siras1 ile P ve () noktalarmni i¢ine alan Ap ve Ag acik alt ciimleleri

bulunabiliyorsa X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay1 denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 6.1.4

(X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A ciimlesinin her agik ortiisiiniin sonlu
bir alt ortiisii varsa, A ya bir kompakt ciimle denir. Ozel olarak, eger X in her acik
ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (X, 7) uzayma bir kompakt uzay denir (Mucuk,

2010).

Tanim 6.1.5

X, Y iki topolojik uzay ve f de bu uzaylar arasinda bir fonksiyon olsun. Eger
f: X — Ysiirekli, f~! : Y — X ters fonksiyonu mevcut ve siirekli ise 0 zaman f
fonksiyonuna X uzayindan Y uzayina bir homeomorfizm veya topolojik doniisiimdiir

denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 6.1.6

Bir M topolojik uzayi, asagidaki 6zelliklere sahip ise o zaman M topolojik uzayina

n-boyutlu topolojik manifolddur denir:

(1) M Hausdorff uzayi,
(i) M deki her acik alt ciimle, £™ veya E" in herhangi bir agik alt climlesine home-
omorf,

(ii1) Sayilabilir ¢okluktaki acik ciimleler M yi ortebilir (Hacisalihoglu, 1998).
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Tanim 6.1.7

E™ de agik bir alt ciimle U olsun. Bir f : U — R fonksiyonunun k-yinci mertebeden
biitiin kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevler de siirekli ise o zaman f, C* siifindan

(k-yinci siiftan) diferensiyellenebilirdir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 6.1.8

U ve V, E™ de birer agik alt ciimle olmak iizere bir ¢ : U — V fonksiyonu i¢in

asagidaki 6nermeler dogru ise o ye C* sinifindan bir diffeomorfizm denir:

(i) peCH(U,V),
(i)t : Vs Uvarvep e C*(U, V).

Bu durumda U ve V, k-yinci dereceden diffeomorfiktir denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 6.1.9

M, n-boyutlu bir topolojik manifold ve E™ de bir agik alt ciimle U olmak {izere Tanim
6.1.6 geregince U acik alt climlesi bir ¢ homeomorfizmi ile M nin bir acik W alt

climlesine eslenebilir:

U — W.

Buna gore (¢, W) ikilisine M de bir harita (koordinat komgulugu) denir. v € U i¢in
Y (u) € M dir ve

Y(u)=(xy(u),...;z,(u) , ;(u) eR, 1<i<n

seklindedir. Burada z; (u) reel sayisina ¢ (u) € M noktasinin i-yinci koordinati ve

u; : U — R fonksiyonuna da v nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.

T, =u; 0o W =R
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fonksiyonuna W nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 6.1.10

M, topolojik bir n-manifold, {U, } da M de bir agik ortii olsun. {U,, } agik ciimlelerinin
« indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U, } ortiisii i¢in {Uy }, . 4 yazilir. V,,, E™ de U,
ya ¢, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle olsun. Bu durumda ortaya
¢ikan (U,, ¢o) haritalarinin {(U,, o)}, 4 koleksiyonuna atlas denir (Hacisalihoglu,
1998).

Tanim 6.1.11

M, n-boyutlu bir topolojik manifold ve S = {(U,, ¢.)} de M nin bir atlast olsun. S
atlasi i¢in U, N Us # () olmak iizere f ve g fonksiyonlart C* simifindan diferensiyel-
lenebilir iseler S ye C*-simifindan diferensiyellenebilirdir denir. S atlas1 M iizerinde
C*-simifindan oldugundan, S ye M iizerinde C*-sinifindan diferensiyellenebilir yapi

ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 6.1.12

M, n-boyutlu topolojik bir manifold olsun. M nin iizerinde C* simifindan diferensiyel-
lenebilir yap1 tanimlanabiliyorsa, M ye C* sinifindan diferensiyellenebilir manifold
adi verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 6.1.13

M bir diferensiyelenebilir n-manifold ve f : M — R* bir fonksiyon olsun. Eger her
p € M i¢in M de tanim kiimesi p yi iceren bir (U, ) diferensiyellenebilir haritas1 var

oyle ki f o ¢! bileske fonksiyonu U = ¢ (U) C R™ agik ciimlesi iizerinde diferensi-
yellenebilir ise, f ye diferensiyellenebilirdir denir (Lee, 2002).
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Tanim 6.1.14

M, N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F' : M — N herhangi bir doniisiim olsun.
Eger her p € M igin p yi kapsayan bir (U, ¢) ve F' (p) yi kapsayan (V, ) diferensiyel-
lenebilir haritalari var dyle ki £ (U) C V ve po F o ! bileske doniisiimii ¢ (U) dan
¢ (V') ye diferensiyellenebilir ise, F' ye bir diferensiyellenebilir dontigiim denir (Lee,

2002).

Diferensiyellenebilirlik kavrami lokaldir. Yani M ile NV diferensiyellenebilir manifold-
lar ve F' : M — N bir doniigiim olmak iizere herhangi bir p € M noktasi igin F| »
kisitlamas1 diferensiyellenebilir olacak sekilde bir U komguluguna sahip ise, o zaman
F diferensiyellenebilirdir. Tersine, eger F' diferensiyellenebilir ise, onun herhangi bir

acik alt cimleye kisitlamasi diferensiyellenebilirdir.

Tanim 6.1.15

G ciimlesi i¢in agagidaki sartlar saglaniyorsa GG ye bir Lie gruptur denir:

(i) G diferenseyellenebilir manifolddur,
(i) G bir gruptur
(i) v:GxG — @ w:G — G

veE

(x,y) — wy xr — x !

diferensiyellenebilir doniisiimlerdir (O’Neill, 1983; Hacisalihoglu, 1980).

Tanmim 6.1.16

[]: VXV — V
(a,b) — [a,b] =ab—ba

bi¢imindeki bir doniisiim her a, b, c € V i¢in asagidaki li¢ onermeyi dogruluyorsa, bu

doniisiime Bracket operatorii denir. Ayrica (V) [,]) ikilisine de Lie cebiri ad1 verilir.
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(i) [,] bilineerdir,
(ii) [a,b] = —[b, a] (antisimetriktir),
(i) [[a,b], c] + [[b, c], a] + [[c, a],b] = O dir (Jakobi 6zdesligi) (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 6.1.17

G Lie grubunun herhangi bir elemant a olsun. Her ¢ € G igin [,(g) = ag olarak
tanimlanan [, : G — G doniisiimiine GG nin sol 6telemesi (sol ¢arpimi) denir. Her g €
G i¢in 7,(g) = ga olarak tanimlanan 7, : G — G doniigsiimiine G nin sag Gtelemesi

(sag carpimi) denir. [, ve r, doniisiimleri birer diffeomorfizimdir (Kula, 2003).

Tanim 6.1.18

A,V vektor uzayi ile birlesmis bir afin uzay olsun. A daki bir P noktas1 ile V' deki
bir v vektorii igin (P, v) sirali ikilisine A afin uzayinin P noktasindaki bir tanjant

vektorii denir. A afin uzaymin, P noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi T4 (P)

seklinde gosterilir. O halde

Ty (P)={(P,v)lveV} veyaTy (P)={P} xV

seklindedir. (p, v) € T4 (P) tanjant vektoriinii kisaca v, ile gosterecegiz. (Hacisalihoglu,

1998).

Tanim 6.1.19

{TaA(P),®,R,+,-,®} vektor uzayma, A afin uzaymm P € A noktasindaki tan-
jant uzay1 adi verilir. Bu tanjant uzay kisaca T4 (P) seklinde gosterilir. Ozel olarak A
afin uzaymnin yerine E™ segilirse Tz« (P) tanjant uzayindan bahsedilebilir. E™ nin 0

baglangi¢ noktasindaki Tz~ (0) tanjant uzayinin standart bazi olan

{(1,0,0,...0)(0,1,0,...0),...,(0,0,...,0,1)}
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sisteminin elemanlari, z; : £ — R ler Oklid koordinat fonksiyonlart olmak {izere,

sirasi ile
0 0 0
Ox1|y Oxa|y O0nlp

veya ayni sey demek olan,

a .
axiO:(5i1’5i27"'75'm)|07 ].SZSTL
ile ve
(73,

8.Ti o

tanjant vektorii de

0
Gxi

P

ile gosterilecektir. Boylece Tz (P) uzayinin standart bazi

(o )

olur (Hacisalihoglu, 1998).

0

P’ aZEQ

0

’.--’_
P oz,

Tanmim 6.1.20

F : E™ — E™ bir doniisiim olsun. Eger vp € Tyn (P) ise (Fy)p (vp) € Tpm (F (P))
de E™ nint — F(P + tv) egrisinin ¢ = 0 noktasindaki hiz vektorii olsun. Boylece

tanimli

(F.)p : T (P) = Tpm(F(P))

fonksiyonuna F' nin P € E™ noktasindaki tiirev doniisiimii denir. (F})p doniigiimii

(dF)p = Fp bigiminde de gosterilir (Hacisalihoglu,1998).
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Tanim 6.1.21

G bir Lie grubu ve G ilizerindeki vektor alanlarinin uzayr X (G) olsun. Her a,b € G
icin dl, (X;,) = X, ise G Lie grubu tizerindeki X vektor alanina sol invaryanttir denir.

Dolayisiyla

L:G = G
b — 1, (b) =ab

sol carpiminin

dl, = (la), : T (b) — Tg (ab)
Xy = (la), (Xp) = Xap

tiirev doniisiimii X in olusturdugu teget vektorleri yer degistirir. Ayrica sol invaryant

vektor alani diferensiyellenebilirdir.

Her a,b € G igin dr, (X;) = Xy, ise G Lie grubu lizerindeki X vektor alanina sag

invaryanttir denir. Dolayisiyla

r,: G — G
b — r4.(b) =ba

sag carpiminin

dl, = (ra). : Ta(b) — T (ab)
Xy = (14), (Xp) = Xap

tiirev doniisiimii X in olusturdugu teget vektorleri yer degistirir. Ayrica sag invaryant

vektor alani diferensiyellenebilirdir.

G deki sol (sag) invaryant vektor alanlariin ciimlesi X; (G) (X, (G)) olsun. Vektor
alanlarinin alisilmig toplama ve skaler ile carpma islemleri X (G) (&, (G)) yi bir
vektor uzayi yapar. &) (G) (X, (G)) de [, ] parantez operatorii de tanimlanarak A} (G)
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(X, (@)) bir Lie cebiri olur. boyG' =boyd] (G) (boyG =boyX, (G)) dir (O’Neill,
1983).

Tanim 6.1.22

e, G Lie grubunun birim elemani ve ¢, € T (e) olsun. X ve Y ise ¢ ve 7 ile be-
lirlenen sol invaryant vektdr alanlarim belirtsin. Oyleyse [s,n] = [X,Y], seklinde
tanimlanabilir. Sonug olarak, grubun birim elemanindaki 7¢; (e) teget uzay: bir Lie

cebiri olur (Ata, 2004).
Tanim 6.1.23

a € G olmak iizere, bir g elemanini aga™" elemanina doniistiiren

Co:G — G

g — Cu(g9) =aga™?

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu durumda C, bir diffeomorfizm olup, onun dife-

rensiyeli Ad,, ile gosterilir. O halde dC, = Ad,, dir. a,b € G igin
Cap(g) = abg (ab)™" = a (bgb™") a™"

dir. Boylece C, = C, o C}, olur. Diferensiyel alindiginda ise
Ady, = Ad, o Ad,y

elde edilir. a — Ad, grup homomorfizmine GG nin adjoint gosterimi denir (O’Neill

1983).
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Tanim 6.1.24

G bir Lie grubu ve g, G den secilmis belirli bir eleman olsun. Herhangi bir

h € G i¢in

intg: G — G

h — ghg™!

doniisiimii G' grubunun diferensiyellenebilir izomorfizimidir ve e € G birim eleman

olmak iizere intg(e) = geg™! = e dir. Bu ise, e noktasindaki intg doniisiimiiniin

diferensiyelidir. Diger bir ifadeyle
(intg), : Te (e) = Tg (e) ; (intg), = (intg) x. = Adg

anlamina gelir. Buradan Adg : G — G olur. Boylece Ad : G — Hom(G, G) doniisii-

miine GG grubunun adjoint gosterimi ad1 verilir (Karger ve Novak, 1985).

Teorem 6.1.25

G bir Lie grubu ve G nin Lie cebiri G olsun. Her g € G ve her ¢,n € G icin
Adg [s,n] = [Adgs, Adgn)| dir (Karger ve Novak, 1985).

Tanim 6.1.26

G bir Lie cebiri olsun. X, G cebirinden se¢ilmis belirli bir eleman olmak iizere G deki

her Y elemani i¢in

AdX:G — G
Y — AdX(Y)=[X,Y]

olarak gosterilebilir. Her X, Y € G i¢in

K:Gxg — R
(X,Y) — K(X,Y)=12(AdX.AdY)
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olarak tanimlansin. K (X,Y’) formu G deki Killing bilineer form olarak adlandirilir.

Burada [2(AdX.AdY) ifadesi

AdX.AdY G — G
Z = X7

doniigtimiin izine karsilik gelir. K (X, Y’) bir simetrik bilineer formdur (Karger ve No-

vak, 1985).

Teorem 6.1.27

Killing bilineer form invaryanttir. Diger bir ifadeyle her g € GG ve her ¢,n € G icin
K (Adgs, Adgn) = K (s,n) dir (Karger ve Novak, 1985).

Tanim 6.1.28

h : X — Y diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi bir ¢ € h™! (p) igin
dh, orten ise p € Y ye h nin bir regiiler degeri denir (Hacisalihoglu, 1980).

Teorem 6.1.29

h : X — Y diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve p € h (X), h fonksiyonunun bir
regiiler degeri olsun. Buna gore 2! (p), X in bir alt manifoldudur (Hacisalihoglu,

1980).

6.2 3-PGK lar icin Lie Grubu

¢(: K—R*

p — C(p) = (a0, a1, az, as)

ile verilen ¢ doniisiimii 1-1 ve ortendir, burada p = ag + a1e; + ases + ages. K ve

R* iin elemanlari birebir eslenebilir. (¢, K), K mn bir haritasidir. o (~! = I 6zdeslik
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doniigiimii diferensiyellenebilirdir. Ayrica (¢, K) tek haritali bir atlastir. Bu tek haritalt

atlas diferensiyellenebilirdir. K bu atlas ile diferensiyellebilir bir manifold olur.

K*=K —{(0,0,0,0) } cimlesi 3-PGK ¢arpimi olan x ile birlikte bir gruptur. Ayrica

K*, R* iin acik bir alt manifoldu yapisi ile verilebilir.

X K*xK* — K*
(p,q) — pxq:=pqg=5,S;—f(Vp, Vy) + SV, + S, Vy + VAV,

diferensiyellenebilir iglemlerin bir lineer birlesimi oldugu i¢in diferensiyellenebilirdir,

burada

f:Im(K*) xIm (K*) —
Vo, Vo) = f(Vy, V) = A A2a1by + A Asagbs + Ao Azasbs

Ve

A Im (K*) xIm (K*)  — Im (K*)
A€l Mgy Aies
Vo Vo) = VoAVa=| a1 as  as
by by b3
= A3 (azbs — azhy) €;

+)\2 (agbl — albg) €o + )\1 (albg — agbl) €3.

dir. Boylece K* bir Lie grubu olur.

Teorem 6.2.1

Sk = {p € K: N, = 1} 3-boyutlu bir Lie grubudur.

Ispat

Sk climlesinin, Tanim 6.1.15 teki Lie grubu 6zelliklerini tasidigini gostermeliyiz.
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(i) Sk ciimlesi 3-PGK 1n ¢arpma islemine gore bir gruptur ve grubun birim elemani

eo = (1,0,0,0) dir.
(ii) Sk, diferensiyellenebilir manifolddur: Once bir h fonksiyonunu

h: SK — R
p — h (p) = CL(Q) —+ /\1/\2(1% —+ )\1/\3@% =+ )\2)\3&%

seklinde tanimlayalim. A fonksiyonunu, koordinat fonksiyonlart tiiriinden
h = x% + )\1)\2x% + A1A3x§ + )\2)\3x§

seklinde ifade edersek, i fonksiyonunun Jakobi matrisini de

J() = | 220 20daw 20deas 2\ahats |

olarak yazabiliriz. Bu durumda J (h) nin ranki 1 dir. Ayrica h{Sx} = 1 oldugundan
h=1(1) = Sk dir. Buradan Tanim 6.1.28 ve Teorem 6.1.29 geregince Sk 3-boyutlu bir

manifold olur.
(iii)

v: KxK—K

(p,q) = v (p,a) =pq

doniigiimii diferensiyellenebilir oldugundan Sk ye indirgenmisi de diferensiyellenebi-

lirdir. Buna ek olarak

n: SK%SK

p—=np)=p'=p

fonksiyonu da diferensiyellenebilirdir. Sonug olarak Sk, 3-boyutlu bir Lie grubudur.[]
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Sk nin Lie cebirini bulmak igin 7s, (e) yi bulmak bizim i¢in yeterli olacaktir.
Teorem 6.2.2

Im(K), Sk Lie grubunun Lie cebiridir.

Ispat

Ts, (), e noktasindan gecen egrinin hiz vektorlerinin kiimesi ve v. € T, (e) olsun.

a: I CR— Sk
a(s) = a(s)=ag(s)+ai(s)er +az(s)es +as(s)es

Sk de, v, yi hiz vektorii kabul eden bir egri olsun. Bu durumda

a(0)=1vea (0)=u,

dir. a (s) € Sk oldugundan

ag (8) + Ml (s) + MAsas (s) + Xodsas (s) =1 (6.2.1)
dir. (6.2.1) denkleminin s = 0 noktasindaki tiirevi

2ay () ag (5) + 2X\ Aaa) () ay (8) + 2X Asay (5) as () + 2XaXsas (s) as (s) = 0

dir. Buna gore

ap (0) =1,a1 (0) =0,a3(0) =0,a3(0) =0

oldugundan a; (0) = 0 bulunur. T, (e) deki tiim vektorleri, Im(K) kiimesinin e nok-

tasindaki teget uzayinin

(o J

0

)
e 8:62

0

)
e 81’3
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bazindaki vektorlerin lineer birlesimi seklinde yazabilecegimizden o (0) iz vektoriini

/ / 0 0 0 0
o (0) = ay(0) 5+ ay(0) 5 + a(0) 5 -+ ai(0) 5 -

olarak yazabiliriz. a, (0) = 0 olduguna gore

o o0 0
TSK( )Csp{al’l 8@ 8x3}

bulunur. boySk = boyT, (e) = 3 oldugundan

o 0 0
TSK() Sp{f)xl 8952 8x3}

olur. Buna gore Sk Lie grubunun Lie cebiri Im(K) dir.(]

Sonug¢ 6.2.3

Ts, (e) = Im (K) = {a1e1 + ases + ases | ar, as,a3 € R} seklindedir.
6.3 3-PGK larda Lie Grubu ve Lie Cebiri icin Adjoint Doniisiimler
6.3.1 Sk Lie grubu icin matris gosterimi

Sk = {q € K: N, =1} ve k € Sk i¢in, birebir, orten ve diferensiyellenebilir olan

intg fonksiyonunu

intg : Sk — Sk

r —intg (x) = grg™!

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonun tiirev doniisiimiinii ve grubun birimi e = 1

noktasina kisitlanmasin diigiindiigiimiizde, bir p € Sk i¢in

Adp: Ts, (e) = Ts, (e)

q— pgp~*
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doniigiimiine adjoint doniisiimii denir. Tg, (e) = Sp {e1, €2, e3} oldugundan {ey, es, e3}

bazina gore

Adp(e1) = (af+ Mraai — MAzas — MaAza3) er + (2A1 Xaa1as + 2Xaa0as) €2
+ (2A1A2a1a2 — 2Mja0a2) €3

Adp(es) = (2MAsa1as — 2X3a0a3) e1 + (a§ — MAeal + AAza3 — Aadsa3) e
+ (2A\1 Azaza3 — 2M1a0a1) €3

Adp (e3) = (2X9A3a1a3 + 2A3a0a2) €1 + (2A2A3a2a3 — 2 2a0a1) €2

+ (ag — MAaad — MAga3 + Aadsa3) e

elde edilir. Gosterimlerin sade ve kisa olmasi agisindan Adp matrisi

ag -+ )\1)\2a§ - )\1)\361% - )\2)\3a§ 2X1A3a1a2 — 2A3a0a3 2X2A3a1a3 + 2A3apa2
2X12a1a2 + 2X2a0a3 CLg — )\1)\20,% =+ )\1)\3(13 — )\2)\3(13 2X2A3a2a3 — 2A2a0a1
2X1X2a1a3 — 2A1apa2 21 A3a2a3 + 2A1a0a1 CL(Q) — )\1)\2(1% — )\1>\3a§ + >\2>\3a§

olarak bulunur.

Teorem 6.3.1.1

A2 0 0
= 0 )\1)\3 0
0 0 Aods

olmak iizere Adp”eAdp = ¢ dir.

Ispat
ag + )\1/\2(1% — /\1/\3a% — /\2/\3a§ 2X2a0a3 + 2X1 A2ajaz
Adee = 2A1A3a1a2 — 2A3a0a3 aZ — A12a? + A1hza3 — A2Aza?
2X3apa2 + 2X2A3a1a3 2X2)A3a2a3 — 2X2a0a1
2A1A2a1a3 — 2A1apa2 A1A2 0 0
2A1a0a1 + 21 A3aza3 0 A1 A3 0
a% - /\1)\2a% - Al)\ga% + /\2)\3a§ 0 0 A2A3
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Aza + A2A3a2 — A2X2)3a2 — A1 A3Aza? 2212 2a0as + 222X 2a1a2
Adeg = 222X 2a1a2 — 2M1 M 2a0as MAsaZ — M Azza? + A2AZaZ — A AoZal

2)\2)\§a0a2 =+ 2)\%)\50,1 as 2)\3)\5(12(13 — 2)\%)\30,00,1

2)\%)%(11 asz — 2)\%)\20,00,2
2)\%)\3(1()(11 + 2)\%)\30,20,3

/\2)\3(13 — /\1)\3)\3(1% — )\1)\2)\%&% + A%A%a%

bulunur. Buradan da

M2 0 0
AdpTcAdp = (Np)2 0 MM O
0 0 A2 A3

elde edilir. Adp matrisi ortogonaldir. Ayrica

det Adp = (ag + )\1)\2a% + )\1)\3@3 + >\2>\3a§)3

= (Np)g =1

bulunur. Bu sebeptendir ki Adp lineer doniisiimii T's, (¢) = Im(K) de bir izometridir.[]
Teorem 6.3.1.2

p bir 3-PGBK olsun. A;, Ao, A3 lerin hepsi birden pozitif ya da hepsi birden negatif

olmak iizere

Adp = I3 +sinfS + (1 — cos ) S*

seklindedir.

Ispat

i=1,2,3,her \; > 0yadaher \; < 0 ve sifirdan farkli herhangi bir V,, € Im(K) i¢in

(V. V) = MAaad + MAsa3 + Asdsai > 0
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bulunur ve bu durumda f fonksiyonu pozitif tanimli olur.

p = ag + are; + azes + azes ve N, = 1 olmak lizere,

aie; + ases + ases

\//\1/\2(1% + )\1/\3@% + )\2)\3&%

P = Q + \/)\1>\2a% + )\1)\36L% + )\2)\3&%

(9+A, 0
= COS — Sin —
g TP

seklinde yazilabilir. Burada

0
cos— = ayo, sin 5 = \/Al)\ga% + /\1/\3(1% + )\2/\3@%

R a1€1 + ages + ases
ve p = 5 5 5
\/)\1)\2&1 + )\1)\3&2 + )\2)\3a3

seklindedir. p vektoriiniin anti-simetrik matrisini bulmaliy1z:

AMAy 0 0
£ = 0 A1 A3z 0
0 0 AoAs

olmak iizere ¢S = S7 (—¢) 6nermesi saglanacak sekilde bir S matrisi bulunmalidir ki;

(A 00 0 hass Agss
eS = 0 MM O A2 S3 0 — X951
I 0 0 A3 —AiSs A8y 0
| 0 —AMA2A383 A1 A2A38,
= A1 A2 383 0 —A1 2381
I —AA2A382  AAaA3sy 0
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0 )\283 —)\152 —>\1)\2 0 0
ST(_E) - —/\383 0 )\181 0 —)\1)\3 0
)\382 —)\281 0 0 0 —)\2>\3
0 —>\1>\2)\383 )\1)\2)\382
- )\1)\2)\353 0 —)\1>\2)\381
—/\1>\2)\382 )\1)\2)\381 0
olacak sekilde S matrisi
0 —)\383 )\382
S = )\283 0 —)\251 A ﬁ = (p17p27p3)
—)\182 )\181 0
seklinde bulunur. S ve T iki anti-simetrik matrisi
0 —)\383 )\382 0 —)\3t3 )\3t2
S = )\283 0 —)\251 ve T = )\2t3 0 —>\2t1
—>\182 )\181 0 —/\1t2 )\ltl 0
olmak tizere (T <> ¢ = (q1, G2, q3))
0 —)\383 )\382 0 —)\3t3 )\3t2
ST = )\283 0 —>\281 )\2?53 0 _)\Qtl
—)\152 )\181 0 —/\1t2 )\1251 0
—A1Azsals — Ao Agssts A1 Az 2ty A2A3831
= A1Aasita —A1 Azl — A2 Asssts A2 A3 3o
/\1)\281153 )\1/\3$2t3 —>\1)\281t1 — )\1)\382t2
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0 Nt b 0 —hsss s
TS = Aats 0 — oty A2 S3 0 —X287
Mty Aty 0 —AS2 A1y 0
[\ A\gsats — AoAsssts MAgsits Ao Agsits
= A1A2saty —A1Aas1ts — A2 A3ssts A2 A3Sat3
A1 A283ty A1 AgSsta —A 251ty — A1 A3Sats
olup
0 Mz (sat1 — S1ta)  AoAg (ssty — sits)
ST =TS = | M\ (s1ta — sotq) 0 Aoz (s3ta — sat3)
Mg (81t — s3t1) A3 (sats — ssto) 0

bulunur. Ayrica

ST —-T5 <« ()\3 (Sgtg - 83t2) s /\2 (Sgtl - 81t3) s )\1 (Sltg — Sgtl))

seklinde bulunur.

0 .0 .0 .0
COS — = Qy, 8181115:&1, 82S1H§:CL2V653SIH§:CL3

2

olmak tizere

0 s 26 ;26 )
cos? 5+ ()\1)\25% — )\1)\35% — /\2)\353) sin? 5 2A1)38182 sin? 5= 2)383 cos 5 sing

Adp = 21 A2 82 sin? % + 2)\283 cos g sin g cos? g + (7)\1)\28% + )\1)\353 - Ag)\gsg) sin? %
21 \251 83 sin? g — 2\182 cos g sin g 221 \38283 sin? g + 2)\1s1 cos g sin g

2X2\381 83 sin? g + 2A3s2 cos g sin g
2X2 3523 sin? g — 2)X\281 cos g sin g

cos? % + (=A1A2s? — A1 Ass3 + Aa)ss?) sin? %

bu ifadeyi diizenlersek,
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()\1)\23% — A A3s3 — )\2)\333 — 1) sin? g 21 \351 89 sin? g — A3s3sinf
Adp =1+ 21 Aas1 89 sin? g + A9s3sin 6 (—/\1)@8% + A1A383 — /\2A33§—1) sin® g

2X1A08183 sin? g — A1S9sin 6 2A1 3892583 sin? g + A181sinf
29 \351 83 sin? g + A3 8in 6
2X3 38283 sin? g — A\g81sinf

(=A1A2s? — At Agsd + AoAgs3 — 1) sin® §
bulunur. Burada
2 gin? g =1— cosf ve /\1/\28% + /\1)\333 + /\2)\33§ =1
esitliklerini kullanirsak
0 —A383  A3S9

Adp = [ +siné )\233 0 —)\231
—)\182 )\181 0

—)\1)\353 — )\2)\35% )\1)\38182 )\2)\38183
+ (1— COS 9) )\1/\25182 —)\1/\25’% — )\2/\38:% )\2)\38283
/\1/\25133 /\1)\38283 ‘AlAQS% — )\1/\38%

bulunur ki bu da
Adp = I +sinfS + (1 — cosf) S*

olmast anlamina gelir. = 1,2, 3 i¢in \; = 1 durumunda R? teki herhangi bir S ekseni

etrafinda 6 agis1 kadar donme yaptiran matristir. [
6.3.2 Lie Carpim

Sk = {p € K: N, =1} Lie grubuna ait e noktast i¢in sol invaryant vektor alanlar

cimlesi

X (Sx) = { X € X (Sx)| (p), (X) = X}
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seklinde gosterilirse, A (Sk), e noktasindaki tanjant uzay ile izomorf olur. O halde

X, (Sx) 2 T, (e) dir.

L]+ Tsy (e) x Ts, (e) = Tsy (e)
(X,Y) = [X,Y] = DxY — Dy X

olarak tanimladigimiz ¢arpim Lie carpimudur. (7', (e), [,]) ikilisi Sk Lie grubunun Lie
cebiri olur. Simdi bu Lie carpiminin kuralin1 gésterelim:

s = 0 noktasinda, e noktasindan gecen, v, (0) = e; olan bir

yi: I —G

s — 7 (s)
egrisi alalim. p € Sk olmak tizere ([,) (71 (s)) = ¥ (s) olacak sekilde

791: I -G

s — 9 (s)
egrisi vardir. Oyle ki (L), (v, (0)) = ¥} (0) dir.
(), (7 (0)) =} (0)
esitliginde p = ag + ae; + asey + ages alindiginda

191 (0) = per = —>\1)\26L1 + apeq + /\2&362 - )\1@263

= X5
Benzer sekilde s = 0 noktasinda e noktasindan gegen ve -, (0) = e, olan bir

Yo: I —G

s — 72 (s)

egrisi alalim. p € Sk olmak tizere ([,) (72 (s)) = U2 (s) olacak sekilde
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1921 I -G

s — Vs (s)
egrisi vardir. Oyle ki (1), (7, (0)) = 95 (0) dir.
(1), (7 (0)) =5 (0)
esitliginde p = ag + ai1e; + ases + ages alindiginda

192 (0) = peg = —)\1)\3@2 — /\3(1361 + ap€a + )\1&163
- X,

ve s = 0 noktasinda e noktasindan gegen ve v, (0) = e3 olan bir

v3: I — G

s — 3 (s)

egrisi alalim. p € Sk olmak tizere ([,) (73 (s)) = U3 (s) olacak sekilde

1931 I -G

s — Vs (s)
egrisi vardir. Oyle ki (1), (75 (0)) = 95 (0) dir.
(), (7 (0)) =5 (0)
esitliginde p = ag + ai1e; + aszes + ages alindiginda

193 (0) = pe3 = —)\2)\36L2 + )\3&261 - /\2&162 + ap€s

= X

esitlikleri bulunur. O halde X] (Sk) nimn bir baz1 {X;, X5, X3} dir. Baz vektorlerini

X, (E*) iin baz vektorlerinin bir lineer birlesimi seklinde yazabiliriz:
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0 0 0 0
X1 = —>\1)\26L18—0 + aoa—l + )\2(138 - A1a28x3
0 0 0 0
XQ = —)\ )\5(1,28—0 — )\3&3a + aoa 22 + )\16118 3
0 0 0 0
X3 = —>\2)\3CL26—0 + )\3@2 (91‘1 - /\2(118 + aoax?)

Simdi X (Sk) lizerinde bracket operatoriinii tanimlayalim. X; (Sk) kiimesinin baz-

larinin ¢carpim kuralin1 vermemiz yeterli olacaktir:

DX1X2 = (—)\1)\2)\3&3,)\1)\3@2,—)\1)\2611,)\1(10)
Dx,X: = (MA2Asas, —A1Aza2, A A2a1, —Aag)

bulunur.

[X1, Xo] = Dx, X — Dx, X3

esitligini kullanirsak

[X17 Xz] = (—2)\1)\2)\3a3, 2)\1)\3@2, —2)\1)\26L1, 2)\1&0)

= 2/\1X3

olur. Ayn sekilde

DX2X3 = (—>\1)\2)\3a1,)\3a0,>\2)\3a3,—)\1)\3a2)
DX3X2 = ()\1>\2)\3G17—)\3a0>—>\2)\3a3,)\1>\302)

elde edilir bu esitliklerden de

[X2, X5] = 203X,

bulunur. Son olarak

Dx, X: = (—AMA2Aza2, —A2)3a0, Aaag, A1 A2a1)
DX1X3 = ()\1)\2)\3@,)\2)\3@0,—)\2(10,—)\1)\2%)
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esitliklerinden
(X3, Xi] = 22X,

bulunur.

X, (Sk) = T, (e) oldugundan T, (e) lizerindeki Bracket ¢arpim kuralint verebiliriz.

Burada

(0
@@= 8x,

olmak iizere

(i=1,2,3)

e

(X1, Xol[, = 21 (X5)],
olur buradan da

(XDl (X)) = 2Xes
bulunur. O halde

le1, e2] = 2\ €3

olup

[X2’X3He = 2X3 (X1)|e
olur buradan da

[(X2)l., (X5)|.] = 2Xse1
bulunur. O halde

lea, €3] = 2A3€1

elde edilir. Son olarak benzer sekilde
(X5, Xa][, = 222 (X2)],
olur buradan da

[(Xs)lo, (X1)l] = 2Aze2
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bulunur. O halde
[€37 61] = 2)se

esitligi elde edilir.

6.3.3 Sk nin Lie Cebiri icin Matris Temsili

X € Ts, (e) olsun.

Adx @ Ts, (e) = Ts, (€)
Y — Adyx (V) = [X,Y]

doniigtimii tanimlansin. Buna gore Adx lineer doniisiimiine karsilik gelen matris, Sk

Lie cebirinin matris gosterimidir.

Teorem 6.3.3.1

X = x1e1 + x2e9 + x3€3 olmak lizere

0 —2A3%3 2379

Adx = | 23 0 —2)Xo11
—2Mxa  2Xi1y 0

Ispat X = x1e; + xoes + x3e3 olsun. Lineer doniisiime karsilik gelen matrisi bulalim:
Adx (e1) = [X, e1] = [z1€1 + 2269 + 2363, €1]
seklinde yazarsak
le1, 2] = 2M\1e3, [ea,e3] = 2X3e1, [es,e1] = 2Xqea, [e1,€1] = [e2, 2] = [e3, €3] =0
oldugundan ayrica Lie ¢arpimi lineer oldugundan,
(X, e1] = 2Xox3e0 — 2)\ 12063
seklinde bulunur. Benzer sekilde
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Adx (e2) = [X, e
= [m1e1 + moen + w3e3, €]
= —2\3w3e1 + 2\ x1€3,
Adx (e3) = [X, e
= [$1€1 + x9e9 + T3€3, 63]

= —2)\31‘261 — 2)\2[E1€2

olarak bulunur. Boylece Adx lineer doniigiimiine karsilik gelen matris Sk Lie cebirinin

matrisi olup

0 —2)\31'3 2)\3%2
AdX = 2)\21’3 0 —2>\2I1
—2)\1ZE2 2)\11‘1 0

seklindedir.[]

6.3.4 Killing Bilineer Form

K: Ts, (e) xTg, () = Ts, (€)

seklindeki K doniisiimiine, agagidaki ozellikleri sagladig1 takdirde Sk Lie grubunun
Killing bilineer form denir:

i KC bilineer,

i K(X,)Y)=K(Y,X),

iii £ (X,Y) =iz (Adx Ady) dir.

Teorem 6.3.4.1

f: Im(K) x Im(K) - R
(X)Y) = [(X,Y) = Mdaziyr + MiAszays + A Aswsys

olmak iizere
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K(X,Y)=-8f(X,Y)

seklindedir.

Ispat

X = T1€1 + Toey + T3e3 VE Y = Y€1 + Ya€2 + Yse€s olsun.

0 —2)\3$3 2)\3I2 0 —2)\3y3 2)\3y2
AdX - 2)\21’3 0 —2)\21'1 y AdY - 2)\2y3 0 —2)\2y1
—2)\1132 2)\11’1 0 —2)\1y2 2)\1y1 0

seklinde yazilabileceginden

—4/\1/\3xgy2—4/\2/\3x3y3 4/\1/\3x2y1 4)\2)\3x3y1
AdxAdy= 4)\1)\2:L‘1y2 —4>\1)\2x1y1—4>\2>\3x3y3 4>\2)\3x3y2
AN A2x1Y3 AN1A3T2Y3 -“AXN1 Aoz1y1-4 A1 A3T2Y0

seklinde elde edilir. Adx Ady matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami

12 (AdxAdy) = -8 (/\1/\2$1y1 + )\1)\31‘2y2 + )\2/\3$3y3)

dir. Boylece

elde edilir..

Teorem 6.3.4.2

i€ {1,2,3,}, A lerin tiimii ayn1 isaretli olsun. Bu durumda Sx = {p € K: N, =1}

kompakttir.
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Ispat

K (X,X) < 0 ise Lie grubu kompakttir. Burada i € {1,2,3,}, A; lerin timii ayn
isaretli oldugundan f (X, X) > 0, dolayisiyla I (X, X)) < 0 elde edilir ki bu bize

isteneni verir..J

Teorem 6.3.4.3

IC matrisi Sk Lie grubunun Killing bilineer formuna karsilik gelir ve

My 0 0
£ = 0 )\1)\3 0
0 0 A3
olmak iizere K = — 8¢ olur.

Ispat

Sk Lie grubunun Killing bi-lineer formunun

K : TSK (6) X TSK (6) — TSK (6)
(X,)Y) > K(X,Y)=-8f(X,Y)

seklinde bir lineer doniistimii karsilik gelir ve T, (e) = Sp {ey, €2, €3} oldugundan

seklindedir. Sonug olarak
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—8A 1 Ao
K = 0

0
= —&

elde edilir..,

0
—8A1 A3
0

0
0
—8A2A3
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